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ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


26. Band, Heft 5 20. August 1942 S. 193—240 


Geschichte. 


Waerden, B. L. van der: Nachtrag zur Note „Die Voraussage von Finsternissen bei 
den Babyloniern“ (diese Berichte, 92. Band, S. 107). Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 
93, 19—20 (1941). 

In diesem Nachtrag wird einer der Gründe für die Annahme eines 47-Monate- 
Zyklus für die Voraussage von Finsternissen im 7. Jahrhundert v. Chr., nl. der Bericht 
des Mar-Istars, zurückgenommen. Die anderen drei Gründe bleiben jedoch aufrecht- 
erhalten. Pannekoek (Amsterdam). 

Ludendorff f, Hans: Die astronomischen Inschriften in Naranjo. (Untersuchungen 
zur Astronomie der Maya, Nr. 14.) Abh. preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1941, 
1-36 (Nr 16) (1942). 

Die vorliegende Untersuchung schließt sich an die Nr. 13 (dies. Zbl. 25, 145) an. 
Die Daten der Naranjo-Inschriften werden zu heliakischen Auf- und Untergängen und 
Konjunktionen des Merkur sowie zu anderen Planetenerscheinungen in Beziehung 
gebracht. Von 84 Daten fallen 24 mit heliakischen Auf- und Untergängen des Merkur 
zusammen, mit Abweichungen bis zu 3 Tagen in beiden Richtungen. Gewisse Daten- 
differenzen werden als Vielfache von Merkurperioden gedeutet. Daraus wird ge- 
schlossen, daß die synodische und die siderische Umlaufszeit des Merkur sehr genau 
bekannt waren. van der Waerden (Leipzig). 

Fraeastoro, Mario Girolamo: Nel 3° centenario della morte di Galileo Galilei. 
Saggiatore 2, 307”—313 (1941). 

Umfassende und schwungvolle Würdigung der Bedeutung, Tätigkeit und Persönlichkeit 
Galileis anläßlich der 300. Wiederkehr seines Todestages. Nach der andauernden Allein- 
herrschaft des Aristoteles in der Philosophie und Ptolemaios in der Astronomie wurde 
Italien die Heimat der Wiedergeburt der Wissenschaften. Galilei, der große Sohn Italiens, 
gründete die neuzeitliche Denkart, die Experimentalmethode und brach die Bahn für Des- 
cartes und Newton. Jözsef Jelitai (Budapest). 

Gliozzi, Mario: La funzione della matematica nel metodo sperimentale di Galileo. 
Boll. Un. Mat. ital., II.s. 4, 118—129 (1942). 

An Hand des „Dialogo sopra i due massimi sistemi‘ und der Galileischen Postillen 
zu den „Esercitazioni filosofiche“‘ des Antonio Rocco analysiert Verf. erkenntnis- 
theoretisch Galileis Weg zur Aufdeckung der Fallgesetze und kristallisiert das nach 
seiner Ansicht Kennzeichnende der „Galileischen Methode‘ heraus; sie besteht in vier 
Stufen: 1) Naturbeobachtung, 2) Arbeitshypothese (sie enthält die eigentliche gedank- 

liche Leistung), 3) mathematische Verarbeitung, 4) Bestätigung ihrer Folgerungen 
durch das Experiment. Harald Geppert (Berlin). 

Haaften, M. van: Quelques nouvelles donn&es eoncernant P’histoire des anciennes 
tables nöerlandaises de logarithmes. Nieuw Arch. Wiskde 21, 59—64 (1941). 

Zwei Arbeiten des niederländischen Rechenmeisters Ezechi&l de Decker (1603 
bis 1647): Eerste deel van de nieuwe Telkonst (1626) und Nieuwe Telkonst (1626, darin 
Logarithmen der Zahlen 1—10000) waren schon früher bekannt. Verf. entdeckte 1920 
den bis jetzt fehlenden zweiten Teil der neuen Zahlenkunde: Tweede deel van de nieuwe . 
Telkonst (1627), welche.das erstemal die zehnstelligen Logarithmen sämtlicher Zahlen 

“von 1 bis 100000 enthält. Nach den archivarischen Forschungsergebnissen von 
P.J. T. Endenburg war Decker ein besoldeter Mitrechner von Vlacq. Auch der 
Verlag Rammaseyn in Gouda führte den Druck im Auftrage und auf Kosten von 
Vlacg aus. Dieser drängte Decker zur Arbeit und machte ihn verantwortlich für 
den etwaigen Schaden, falls in England zur selben Zeit oder früher eine ähnliche Tafel 


Zentralblatt für Mathematik. 26. 13 


194 


erscheinen würde. Den Stoff des Tweede deel (1627) übernahm Vlacgq für sein Werk 
(1628), das von ihm als zweite Auflage der Briggsschen Arithmetica logarithmica (1624) 
bezeichnet wurde und fast allen späteren größeren Tafeln zugrunde liegt. Der Name 
des Mitrechners und mathematischen Ratgebers Decker ist gänzlich verschwiegen. 
Briggs’ Name wurde ohne sein Wissen am Titelblatt angebracht, um Käufer anzu- 
locken. Die Bezeichnung „zweite Auflage“ sollte die Möglichkeit der Konkurrenz einer 
richtigen zweiten Auflage beseitigen. Der Buchhändler Vlacq hatte eben „la conscience 
scientifique trop large“, dagegen förderten seine Initiative und Energie stark die Ver- 
breitung der Logarithmen. Ein Exemplar des Tweede deel ist Eigentum der Versiche- 
rungs-Gesellschaft in Utrecht. Näheres in der Wochenschrift: De Verzekeringsbode 60, 
Nr 1, 2, 8, 9, 12, 13 (1941). Jözsef Jelitai (Budapest). 

Hofmann, Jos. E.: Das Opus Geometricum des Gregorius a S. Vincentio und seine 
Einwirkung auf Leibniz. Abh. preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1941, 1—80 
Nr 13). 
Diiee Abhandlung ist aus den Vorarbeiten des Verf. zur Leibniz-Ausgabe heraus- 
gewachsen. Der wesentliche Inhalt des sog. „Opus Geometricum‘ des flämischen 
Jesuiten Gregorius a 8. Vincentio (1584—1667), dessen eigentlicher Titel lautet: 
„Problema Austriacum Plus Ultra Quadratura Circuli‘“, entstand in den Jahren 1622 
bis 1625; gedruckt wurde es aber erst im Jahre 1647. Das in 10 Bücher eingeteilte 
umfangreiche Werk ist sehr schwer zu lesen, weil es schlecht gegliedert ist, die Zeichen- 
sprache trotz Descartes (1637) verschmäht und eine äußerst umständliche und oft 
dunkle Ausdrucksweise hat. Daher kommt es, daß es nur von wenigen Zeitgenossen 
gelesen wurde und heute kaum mehr bekannt ist. Nur die von den Kegelschnitten 
handelnden Bücher IV bis VI sind in moderner Form von K. Bopp [Abh. z. Gesch. 
d. math. Wiss. 20, 83—314, 2. Stück (1907)] dargestellt worden. Verf. erfüllt mit 
der vorliegenden Arbeit den Wunsch, den H. Bosmans in seiner Lebensbeschreibung 
des Gregorius [Biographie Nationale Belge 21, Spalte 141—171, Brüssel 1911/13] 
ausgesprochen hat. Er gibt in moderner Sprache und Bezeichnung eine von kritischen 
Bemerkungen und Erläuterungen begleitete Übersicht über den wesentlichen Inhalt 
der übrigen 7 Bücher und hebt dabei die Gedanken heraus, die Leibniz, der das 
Werk eingehend studiert hat, nachweislich Anregung für seine Forschung gegeben 
haben oder die er kritisiert hat. Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang 
die Bücher VII und IX, die die geometrische Integrationsmethode des Gregorius 
enthalten, und die, wie Verf. im einzelnen nachweist, starken Einfluß auf Pascal, 
Leibniz und Tschirnhaus ausgeübt haben. Aber auch in den Büchern I bis III 
und VIII finden sich zahlreiche interessante Methoden und feinsinnige Lösungen von 
Einzelproblemen aus der Lehre von den Proportionen, dem Kreise, den Kegelschnitten 
und der Archimedischen Spirale. Das zehnte Buch bringt jene verunglückte Kreis- 
quadratur, auf die Gregorius besonders stolz war, wie der pompöse Titel seines 
Werkes zeigt. Sie gab zu zahlreichen Kontroversen Anlaß, an denen sich auch Huygens 
beteiligte. — Verf. würdigt das Werk, das sich als eine der wichtigsten Quellen des 
jungen Leibniz erweist, dessen Form und Inhalt aber wenige Jahrzehnte nach seinem 
Erscheinen überholt waren, aus seiner Zeitgebundenheit heraus und wird ihm dadurch 
gerecht. Huygens und Leibniz stehen auf den Schultern des Gregorius; was er 
nur dunkel ahnte, hat Huygens geklärt und verbessert, Leibniz einheitlich zusammen- 
gefaßt. Die 158 Fußnoten und der bibliographische Anhang der Abhandlung legen 
Zeugnis ab von der Sorgfalt und dem Fleiß, die Verf. für die mühevolle Arbeit auf- 
gewandt hat. Eine gute Wiedergabe des schönen Titelkupferstichs des Originaldruckes 
ist beigegeben. | Eugen Löffler (Stuttgart). 

Hofmann, Jos. E.: Über die ersten logarithmischen Rektifikationen. Eine historisch- 
kritische Studie in vergleichender Darstellung. Dtsch. Math. 6, 283—304 (1941). 

Die vorliegende Abhandlung ist eine Umarbeitung dreier Probevorlesungen, die 
der Verf. im Dezember 1939 an der Universität Berlin gehalten hat. Eine Rektifi- 
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kation wird logarithmisch genannt, wenn die Bogenlänge s = g(x) einer Kurve v=tle) 
in geschlossener Form so darstellbar ist, daß als einzige Transzendente nur logarith. 
mische Funktionen benötigt werden. Die erste derartige Rektifikation der Parabel 
ist Huygens zu verdanken (1657). Da damals der Funktionsbegriff noch nicht klar 
entwickelt und die Differential- und Integralrechnung noch nicht erfunden war, war 
diese Leistung nur durch schwierige geometrische Überlegungen möglich, die nicht 
nur eine geniale Intuition, sondern eine unmittelbare Einsicht in tiefliegende geo- 
metrische Zusammenhänge und eine gewaltige Gedankenarbeit erforderten. Die log- 
arithmische Funktion mußte dabei durch die Hyperbelfläche ersetzt werden, deren 
Zusammenhang mit jener schon Gregorius a. St. Vincentio (1647) und seine Schüler 
angedeutet hatten. Kurz nach Huygens haben sich, teils selbständig, teils von ihm 
angeregt, der Niederländer H. van Heuraet, die Franzosen A. Auzout (1658) und 
P. Fermat (1660) und der Schotte James Gregory (1668) mit dem Problem der 
Ausstreckung der Parabel beschäftigt, es weiter geführt, die Lösung verfeinert und 
verallgemeinert. Der letztere hat 1670 eine allgemeine Methode daraus gemacht, die 
Rektifikation der logarithmischen Kurve vollzogen und dabei unabhängig von Newton 
die allgemeine binomische Reihe gefunden. — Verf. schildert kritisch und vergleichend 
die geschichtliche Entwicklung dieser Entdeckungen und die geistigen Zusammen- 
hänge einschlägiger Arbeiten zahlreicher Forscher unter Heranziehung der Quellen in 
spannender Weise, macht die oft dunklen geometrischen Überlegungen durch Über- 
tragung in die heutige Ausdrucksweise und durch moderne Umschreibung verständ- 
lich und gibt so ein anschauliches Bild des geistigen Ringens der bedeutendsten Ge- 
lehrten aus dem zweiten Drittel des 17. Jahrhunderts. Die Arbeit zeigt aber auch, 
wie sehr die Erfindung zweckmäßiger Bezeichnungen und die Entwicklung geschickter 
Rechenmethoden die Probleme klärt, die Gedankenarbeit vereinfacht und die Einsicht 
in schwierige geometrische Zusammenhänge erleichtert. Eugen Löffler. 


Spiess, O., und F. Verzär: Eine akademische Festrede von Daniel Bernoulli: Über 
das Leben (De Vita). Verh. naturforsch. Ges. Basel 52, 189—266 (1941). 

Im Nachlaß von Daniel Bernoulli (1700—1782), dem hochbegabten Sohn 
Johanns I Bernoulli, fand sich eine akademische Ansprache, die dieser bei Gelegen- 
heit der Promotion zweier Mediziner als Promotor am 4. X. 1737 gehalten hat. Ber- 
noulli hatte damals den Baseler Lehrstuhl für Anatomie und Botanik inne und be- 
mühte sich in seinen Vorlesungen um die mathematisch-physikalische Durchdringung 
der Anatomie. Die Rede beschäftigt sich mit einer Anwendung der Prinzipien, die 
Bernoulli in seinem damals gerade im Druck befindlichen Hauptwerk über Hydro- 
dynamik entwickelt hatte, zur Berechnung der Leistung des menschlichen Herzens; 
zum erstenmal verwendet er folgerichtig den Begriff der ‚Arbeit‘ und berechnet die 
gesuchte Leistung als gleich dem Heben von 1500 Pfund in 1 Stunde um einen Fuß 


bemerkenswert genau. Seine Ergebnisse hat Bernoulli mangels der Möglichkeit 


exakter Versuche nicht veröffentlicht, sondern seinem unrühmlich bekannten Dokto- 
randen Daniel Passavant (1748) überlassen. Die vorliegende gründliche Arbeit gibt 
die nötigen biographischen und kulturgeschichtlichen Grundlagen, die Rede Bernoullis 
in deutscher Übersetzung und lateinischem Urtext, die Übersetzung der Dissertation 
Passavants und einen geschichtlichen Überblick über die Versuche zur Berechnung 
der Herzarbeit. Harald Geppert (Berlin). 


Masotti, Arnaldo: Maria Gaetana Agnesi e le sue instituzioni analitiche. Saggiatore 
2, 279281 (1941). 
Maria Gaetana Agnesi (1718—1799) veröffentlichte im Jahre 1748 ein über 
tausend Seiten umfassendes zweibändiges Werk: Instituzioni analitiche ad uso della 
gioventü italiana, das in vier Büchern die Algebra und ihre geometrischen Anwen- 
dungen, die Differential- und Integralrechnung und die Differentialgleichungen be- 
handelt und seinerzeit viel benutzt wurde. Harald Geppert (Berlin). 
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Burzio, Filippo: Lagrange e la disputa sugli infinitesimali. Saggiatore 2, 314—316 
(1941). 

Verf. schildert den Versuch Lagranges, das große Problem des 18. Jahrhunderts, 
nämlich die Behandlung des Unendlichen und die Berechtigung der Infinitesimal- 
rechnung, dadurch zu lösen, daß er die Ableitungen als Koeffizienten einer Taylor- 
entwicklung erklärt. Obwohl sich diese unnatürliche und einschränkende Definition 
gegenüber der späteren Cauchyschen Begründung durch den Grenzwertkalkül nicht 
gehalten-hat, hat sie doch zur Einführung der analytischen Funktionen den Anlaß 
gegeben. Harald Geppert (Berlin). 

Montel, Paul: La vie et Peuvre d’Emile Picard. Bull. Sci. math., II. s. 66, 3—17 
(1942). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Allgemeines. Kombinatorik: 


Oudin, Jean-Marie: Formule pascale gönöralisee applicable aux deux Calendriers 
et ötude des cas exeeptionnels gregoriens. ©. R. Acad. Sci., Paris 213, 560—563 (1941). 
Die früher (vgl. dies. Zbl. 25, 387) aufgestellten Formeln werden zu der für beide 
Kalender bis zum Jahre 9999 gültigen zusammengefaßt: 
a P=(22+s+tt) März odr P-—3l=(s+t—9) April, 
ie 115 — 11(5c + + 0 bw. ce — (4) — N. k= ( 3) } 
= 6-s+.-u-(2)[+ 0 bzw. +e-(4)-2] A 
7 
für den Julianischen bzw. Gregorianischen Kalender. Die Ausnahmefälle für den 
Gregorianischen Kalender sind s=29,t=6 unds=28,t=6, (dc + u), > 10, wo 
s=28,t=0bzw.s=217,t= 0 zu nehmen ist. Volk (Würzburg). 
Martino, Caio Manlio: Estensione del eampo dei coeffieienti binomiali dal triangolo 
di Tartaglia al piano cartesiano. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 74, 305—8309 (1941). 
r, k seien beliebig ganz, m, n ebenso, die letzten beiden Größen überdies > 0. 
Unter Ausnützung der bekannten bzw. aus der Theorie der analytischen Fakultäten 
sofort folgenden Sätze 


ee ee 


baut Verf. das bekannte Pascalsche Dreieck für (%) auch auf ganzzahlige Werte von r 
und %k, die nicht beide >0 sind, aus. Es steht dann () im Gitterpunkt (r, k), wobei 


die x-Achse vertikal nach unten, die y-Achse horizontal nach rechts geht. In allen 
Quadranten ist dann die Zahl, die zu einem Gitterpunkt geschrieben wird, gleich der 
Summe der unmittelbar oberhalb und der links oberhalb stehenden Zahl. Holzer. 


i 
. 
) 
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Gruppentheorie: 


Dubreil, Paul: Contribution & la th6orie des demi-groupes. M&m. Acad. Sci. Inst. 
France 63, Nr 3, 1—52 (1941). 

Die Arbeit stellt insbesondere hinsichtlich der Begriffsbildung eine wesentliche 
Bereicherung der Theorie der Halbgruppen, d. h. also von assoziativen multiplikativen 
Bereichen, dar. Im wesentlichen handelt es sich um Untersuchungen von zwei Arten 
von Aquivalenzen in einer Halbgruppe ©, um sog. Hauptäquivalenzen (&quivalences 
principales) und umkehrbare Äquivalenzen (&quivalences röversibles). Es sei H ein 
Komplex, d.h. eine nicht leere Untermenge in ©. Für «€ & wird die Menge der 
Elemente zE ©, die der Beziehung ax€ H (za € H) genügen, rechtsseitiger (links- 
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seitiger) Quotient von H durch a genannt und mit Q, („Q) bezeichnet. Die rechtsseitige 


(linksseitige) durch 4 bestimmte Hauptäquivalenz Ay (zR) wird dadurch erklärt, daß 
zwei Elemente a,b€E & dann und nur dann als äquivalent mod RR (aR) betrachtet 
werden, wenn Q, = ®; (a0 = ;Q) ist. Von besonderer Wichtigkeit in der Theorie des 
Verf. ist der Fall, daß das System der den einzelnen Elementen a € & zugeordneten 
rechtsseitigen (linksseitigen) und dann notwendigerweise auch linksseitigen (rechts- 
seitigen) Quotienten Q,,.Q („Q, 9.) eine Zerlegung in & ist, wobei die leere Menge als 
Element der Zerlegung zugelassen wird. Die entsprechenden Komplexe H werden 
stark genannt. In einer Gruppe & sind dieselben dadurch gekennzeichnet, daß mit 
a,b,c€ H auch ab"!cE€ H besteht. — Der Begriff von umkehrbaren Äquivalenzen in 
einer Halbgruppe © stützt sich auf gewisse Vertauschbarkeitseigenschaften von Ele- 
menten in®. Der Komplex H wird als rechtsseitig (linksseitig) umkehrbar bezeichnet, 
wenn es zu je zwei Elementen a, b€ H zwei weitere Elemente a’, 5’ € H gibt, derart, 
daß die Gleichheit b’a = a’b (ab’= ba’) besteht. Ist 5 ein rechtsseitig (linksseitig) 
umkehrbares Untergruppoid in ©, also das Feld H von $ rechtsseitig (linksseitig) 
umkehrbar, so wird die durch $ bestimmte rechtsseitig (linksseitig) umkehrbare Äqui- 
valenz P5 (sP) dadurch erklärt, daß zwei Elemente a,b€E & dann und nur dann als 
äquivalent mod P5; (sP) betrachtet werden, wenn sa=s’b (as= bs’), mit s,s’€ 9, 
gilt. Sodann ist HZ in einer Klasse mod P, (sP) enthalten und dieselbe bildet das 
Feld eines rechtsseitig (linksseitig) umkehrbaren Untergruppoides in &, wobei noch 
weitere Eigenschaften folgen. Ist & eine Gruppe, so fallen die rechtsseitig (linksseitig) 
umkehrbaren Äquivalenzen mit den rechtsseitigen (linksseitigen) Hauptäquivalenzen 
zusammen. Schließlich werden Grundlagen einer Theorie des Zentrums und der inneren 
Automorphismen im Falle von Halbgruppen dargestellt. — Bemerkungen des Ref.: 
1. Verf. wendet den Namen Gruppoid in dem von B. A. Hausmann und O.Ore 
gebrauchten Sinne an; über diese Benennung vgl. dies. Zbl. 23, 214 (Brandt) und 24, 
299 (Borüvka). 2. Der vom Verf. als „groupoide quotient‘“ bezeichnete Begriff ist 
vom Ref. als „‚Faktoroid‘“ eingeführt worden (vgl. dies. Zbl. 24, 299). O. Boruvka. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Dieudonne, Jean: Sur la theorie de la divisibilite. Bull. Soc. Math. France 69, 
133—144 (1941). 
Die Arbeit bringt bemerkenswerte Ergänzungen zur multiplikativen Idealtheorie 
im Sinne von van der Waerden, Prüfer, Krull, Lorenzen. Hervorgehoben sei 
vor allem das folgende Ergebnis: Es sei der Integritätsbereich X im Sinne von Krull 
vollständig ganz abgeschlossen, so daß die Menge aller zu R gehörigen v-Ideale nach 
Artin eine Gruppe bildet. Dann braucht keineswegs auch die Menge aller endlichen 
(d.h. durch ein endliches Elementsystem definierbaren) v-Ideale eine Gruppe zu bilden, 
denn es kann vorkommen, daß das reziproke Ideal eines endlichen v-Ideals seinerseits 
nicht endlich ist. (Beweis durch Angabe eines kunstvoll konstruierten Beispiels.) 
Krull (Bonn). 
Amato, V.: Sulle matriei invarianti proprie delle sotto-algebre fondamentali 
' dell’algebra delle matriei eomplesse di ordine n. Atti Accad. Gioenia Catania, VI. s. 4, 
mem. 12, 1—7 (1940). 

Als fundamentale Unteralgebra A, einer x enthaltenden Algebra A bezeichnet 
man die Gesamtheit der mit x vertauschbaren Elemente aus A. Ein Element y von A, 
heißt eigentliche Invariante von A,, wenn A, — 4, ist. Bedeutet p(£&) ein Polynom 
‘in & und ist y=p(z), so beweist Verf., daß notwendig und hinreichend für die Gleich- 
heit A, = 4, bis auf Ähnlichkeitsisomorphismen die folgende Bedingung ist: Sind 
E13 2: &m die verschiedenen charakteristischen Wurzeln von x, so sollen die Zahlen p (&;) 
sämtlich voneinander verschieden sein, ist aber &, eine mehrfach charakteristische 
_ Wurzel von x, so soll 9’(£,) +0 sein. Nach einer früheren Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 20, 
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100) geschieht dies dann und nur dann, wenn die gesamte Signatur von p(2) mit 
der von x zusammenfällt. In dieser Form folgt aber die vom Verf. angegebene Eigen- 
schaft sofort aus der Form der Matrizen, die mit der kanonischen Form von x ver- 
tauschbar sind, und die in Nr. 6 der Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 16, 99) angegeben 
wurde; sie wurde übrigens, wenigstens soweit sie hinreichend ist, schon in der Nr. 18 
der zuerst zitierten Arbeit des Ref. erwähnt. S. Cherubino (Pisa). 

Mereier, Andr&: Beziehungen zwischen den Cliffordschen Zahlen und den Spinoren. 
Helv. phys. Acta 14, 565—573 (1941). 

I. Vier Grundeinheiten /';, die den Bedingungen II, + II‘; = 2Ö6,;, genügen, 
und ihre Produkte zu je zwei bis vier, erzeugen zusammen mit der Eins das System 
der Cliffordschen Zahlen. Die Elemente eines minimalen Linksideals in diesem System 
können als Spinoren, die Linearkombinationen 2) &;I‘; als Weltvektoren gedeutet 
werden. II. Im dreidimensionalen Raum genügen drei Grundeinheiten, die als zwei- 


reihige Matrizen n= v 5 a FRE Ri 5 nn ( 0 ) 


10 0 0 —1 
dargestellt werden können. Betrachtet man außerdem zweispaltige und zweizeilige 
Matrizen at ib\ z ’ h 
al *=(+iß,y+ iö), 


so kann man Produkte wie E*&, ££* und E*VE bilden und ihre Transformation bei 
Drehungen untersuchen. Bei einer Drehung um den Winkel # um den Vektor 
L=a,I,+@Isa-+ a,I’, von der Länge 1 werden Größen & und Vektoren X nach 
den Formeln 


Ed DEE EA KIEL N 0=cos > +iLsinZ 


transformiert. Die Eigenschaften der Produkte J«„=&*n und P;,„=£n* werden 
näher untersucht. van der Waerden (Leipzig). 


Hollkott, August: Finite Konstruktion geordneter algebraischer Erweiterungen von 
geordneten Grundkörpern. Hamburg: Diss. 1941. 65 8. 

Sieht man zunächst von allen spezifisch finiten Betrachtungen ab, so kann man 
das einfache, aber bemerkenswerte algebraische Ergebnis unserer Arbeit folgender- 
maßen formulieren: Es sei K ein beliebiger geordneter Körper, den wir uns (anders 
als Verf.) der Einfachheit halber von vornherein in einen kleinsten reell abgeschlossenen 
Oberkörper K* eingebettet denken wollen. Vorausgesetzt wird, daß inKr.e. (rational 
mit endlich vielen Schritten) das Vorzeichen eines gegebenen Elements a bestimmt 
werden kann; dagegen soll, und das ist der Hauptpunkt, von der Zerlegung der Poly- 
nome aus K[x] in ihre über K irreduzibeln Faktoren nirgends Gebrauch gemacht werden. 
Behauptet wird für ein beliebiges Polynom f(x) aus K[x]: 1. Es kann r. e. die Anzahl 0 
der reellen, d.h. zuK* gehörigen, Nullstellen &,,......, &, von f(x) bestimmt werden. 
2. Ist p(z,, ..., 2.) irgendein Polynom ausK[z,,..., z,], so kann man (natürlich genau 
wie bei 1. ohne Rückgriff auf K*) in K(a,,..., &.) das Vorzeichen von p(&1,..., &%o) 
r. e. ermitteln (x, <a,<--- <&,); der „reelle Nullstellenkörper“ K(&,,..., &) 
von f(x) besitzt also die gleiche Grundeigenschaft wie der Ausgangskörper K, er kann, 
wie wir kurz sagen wollen, „über K r. e. gebildet werden“. — Zum Beweis von 1. und 2. 
beachte man: a) Dal. und 2. für lineares/(x) trivial sind, darf man bei n-gradigem f(x) 
die Induktionsvoraussetzung machen, daß für irgendwelche höchstens (n — 1)-gradige 
Polynome 9,(%),...,9,(2) die zugehörigen reellen Nullstellenkörper Are 
über K bildbar sind. Dann kann auch derVereinigungskörper A} ---- A, (in s Schritten) 
r.e. über K gebildet werden. — b) Es seien 6, < --- < ö, die reellen Nullstellen der 
(n — 1)-gradigen Ableitung f’(x) von /(x), und es seien, was r. e. möglich ist, 6, < 6, 
und 6,+1> ö, in K so bestimmt, daß alle reellen Nullstellen von f(x) zwischen ö, 
und ö,.1 liegen; ist dann, was o. B.d. A. angenommen werden darf, /(z) von mehr- 
fachen Nullstellen frei, so kann von jedem der Intervalle &,_,<&<6, wel. 
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nach Sturm r. e. festgestellt werden, ob es keine oder genau eine reelle Nullstelle &, 
von /(x) enthält (vollständige Disjunktion!). — c) Es sei p(&,) ein Polynom in der 
kleinsten reellen Nullstelle «|, von f(x), und es sei &_,< %, <.ö,; im Sinne von b). 
Dann ist zunächst p(&,) = 9(c,), falls q(x) den höchstens (n — l)-gradigen Rest von 
p(x) modulo /(x) bedeutet. Ferner kann man nach Induktionsvoraussetzung r. e. die 
zwischen d;_ı =, und d; = Y. + 1 fallenden reellen Nullstellen Yı<+--<y,vong(z) 
bestimmen, und schließlich läßt sich, da f(x) zwischen Yy, und Y; +1 genau eine reelle 
Nullstelle hat, r. e. der Index % ermitteln, für den Y= 0%, < Yırı wird. Ist ye = 0,5, 
so wird g(&,) = 0; ist dagegen y; + &,, so muß, da q(z) zwischen y, und yy,+ı das 


Vorzeichen nicht wechselt, sign(g(&,)) = sign (q (Fe) werden. — d) Nach c) ist 


der Körper K(&,) r.e. bildbar. Damit ist aber nach Induktionsvoraussetzung auch 
K(&1,...,%e) r.e. bildbar, daK y7% ...,%,) über K(x,) den reellen Nullstellenkörper 

(«) 
© — 0, 
Beweises nach den unter a)—d) gegebenen Richtlinien braucht man nur die einfachsten 
Hilfssätze über geordnete, insbesondere reell abgeschlossene Körper, wie sie z. B. bei 
van der Waerden, Moderne Algebra I, zu finden sind. Vom finiten Standpunkt 
des Verf. aus erscheint die Sachlage allerdings anders; hier ist selbstverständlich die 
Heranziehung des Körpers K* (dessen „finite‘‘ Konstruktion gerade das Endziel der 
Untersuchung bildet) streng verboten, und es muß infolgedessen eine große Reihe 
von elementaren, an sich wohlbekannten Tatsachen unter neuen Gesichtspunkten neu 
bewiesen werden, ein Umstand, der die Durchführung des zentralen Induktionsschlusses 
recht mühsam gestaltet. Methodisch bemerkenswert ist dabei, daß Verf. nicht un- 
mittelbar mit Körpern arbeitet, sondern mit Symbolbereichen, die erst durch die 
Einführung geeigneter Gleichheitsdefinitionen für die auftretenden Symbole zu den 
gesuchten Körpern werden. Das explizite Arbeiten mit den Symbolbereichen (die 
implizit auch bei der Steinitzschen Körperkonstruktion auftreten) macht die Aus- 
drucksweise oft sehr schwerfällig; es ist aber vom finiten Standpunkt aus nicht zu 
vermeiden, weil es z.B. bei der Konstruktion eines algebraischen Oberkörpers K(«) 
über K i.a. unmöglich ist, ohne Kenntnis der irreduzibeln Gleichung, der & über 
K genügt, durch eine finite Vorschrift in jeder Klasse gleichwertiger Polynome 
Pı(&) = P2(&) = --- = Pı(&) = --- einen normierten Repräsentanten p*(&) ein- 
deutig auszuzeichnen, auch wenn, wie im Falle des Verf., sehr wohl eine finite Regel 
aufgestellt werden kann, um in jedem Einzelfalle zu entscheiden, ob zwei Polynome 
p(&) und g(&) in K(x) das gleiche Element darstellen oder nicht. — Der wichtigste 
Vorteil des Begriffes ‚„‚Symbolbereich‘‘ scheint mir darin zu liegen, daß er, wie Verf. 
zeigt, es gestattet, ohne Wohlordnung des Ausgangskörpers zu einem beliebigen geord- 
- neten Körper K (völlig beliebigen Körper A) den zugehörigen kleinsten reell abge- 
schlossenen Oberkörper K* (kleinsten algebraisch abgeschlossenen Oberkörper A*) zu 
bilden, — sofern nur die Bildung der (unendlichen, gegebenenfalls überabzählbaren) 
„Menge aller Nullstellensymbole über K‘“ als zulässig angesehen wird. Allerdings muß 
doch wohl noch sehr sorgfältig nachgeprüft werden, ob der hier erzielte Fortschritt 


vom Standpunkt der Grundlagenforschung aus wirklich als wesentlich anzusehen ist. 
Krull (Bonn). 


des (n — 1)-gradigen Polynoms darstellt. — Bei der exakten Durchführung des 


Zahikörper. Funktionenkörper: 

Billing, 6., and K. Mahler: On exceptional points on eubie eurves. J. London Math. 
Soc. 15, 32—43 (1940). 
- Etude des groupes cycliques d’ordre n de points rationnels exceptionnels sur une 
cubique plane © de genre 1. Les Au. construisent une cubique C' passant par 5 points 
rationnels donnes 0, 1, 2, 3, 4 de manitre que O soit point d’inflexion et que les argu- 
ments de ces points soient de la forme ku (k=0,1,...,4). Pour que ces points 
appartiennent & un groupe exceptionnel d’ordre n, il faut et il suffit que 4 soit sur 


7, 13, 17, 19, 37, 99, 101 an. VI. Knichal (Prag). 
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une certaine courbe qui est: une droite pour n = 8, 9, une conique pour n = 10, 12, 
une cubique /’de genre 1 pour n = 11, une quartique hyperelliptique pour n=13, 14, 15. 
Les deux resultats saillants sont relatifs au cas n = 11: 1°) la cubique I’ a seulement 
5 points rationnels 2°) il est impossible qu’une cubique C de genre 1 ait un groupe 
de 11 points rationnels exceptionnels. — La methode se rattache & celle de Billing 
(Nova Acta Soc. Sei. Uppsal., IV. s. 11, Nr 1, 1—165; ce Zbl. 18, 54). P. Dubreil. 

Deuring, Max: Reduktion algebraischer Funktionenkörper nach Primdivisoren des 
Konstantenkörpers. Math. Z. 47, 643—654 (1942). 

Eine absolut irreduzible algebraische Gleichung f(x, y) =0 mit ganzen Koeffi- 
zienten aus einem algebraischen Zahlkörper k bleibt absolut irreduzibel modulo fast 
allen Primidealen p von k. Sie definiert einen Funktionenkörper K und modp einen 


Funktionenkörper K. Für fast alle p hat K dasselbe Geschlecht wie K. Es wird nun 
untersucht, was bei dieser Reduktion aus den Divisoren, Divisorenklassen, Differen- 
tialen und linearen Divisorenscharen wird. Dabei wird die Aufgabe aber etwas all- 
gemeiner gestellt, nämlich für beliebige Konstantenkörper k und beliebige Ex- 
ponentenbewertungen p von k. Sind die Koeffizienten von f(x, y) ganz für p, so 
kann man sie nach dem zu p gehörigen Primideal reduzieren und voraussetzen, daß 
die absolute Irreduzibilität von f erhalten bleibt; dann kann man die Bewertung p 


nach einer bestimmten Vorschrift auf K übertragen und so den Restklassenkörper A 
definieren. Ist M ein k-Modul in X von der Dimension d, so bilden die p-Reste der 
p-ganzen Elemente von Mt einen k-Modul derselben Dimension. Das Geschlecht von X 
ist höchstens gleich dem von X. Wenn das Geschlecht erhalten bleibt, so kann man 
jedem Divisor a von K nach einer bestimmten Vorschrift einen Divisor a von K zu- 
ordnen. Dabei gehen. die Divisoren einer Klasse C in Divisoren einer bestimmten 
Klasse C über, die ganzen Divisoren von C in ganze Divisoren von C und die Diffe- 
rentialklasse von K in die von K. Ist X separabel, so ist X es auch, und die Diffe- 
rentiale vd gehen in Differentiale vdx über, insbesondere die Differentiale 1. Gattung 
wieder in ebensolche. van der Waerden (Leipzig). 


Zahlentheorie: 


Thebault, M.-Vietor: Sur un nouveau thöor&me d’arithmötique. C. R. Acad. Sci., 
Paris 213, 967—970 (1941). 

Ist n +1 die Grundzahl eines Zahlensystems und N die Zahl, deren Ziffern, von 
links nach rechts gelesen, 1,2,3,...,n sind, so weist das Produkt von N mit einer 
zweiziffrigen Zahl, deren Ziffern x und ß sind, wobei. die Ziffernsumme & + ß kleiner 
als n und zu n teilerfremd ist, alle Ziffern 0, 1,2,...,n, jede einmal, in einer gewissen 
Permutation auf. Der Beweis stützt sich auf die Bemerkung, daß die Zahl Nn von 
links nach rechts (n — 1)-mal die Ziffer 1, dann die Ziffer 0, dann noch einmal die 
Ziffer 1 aufweist. Daher hat das Produkt von Nn mit der Zahl mit den Ziffern &, ß 
von links nach rechts die Ziffern &, dann (n — 2)-mal die Ziffer « + ß, schließlich 
ß, &, ß. Die Division dieses Produkts durch » läßt sich leicht verfolgen und liefert 
die angegebene Aussage. Haben n und & + ß einen gr. g. T. ö, so hat das genannte 
Produkt ö Gruppen von je n/ö verschiedenen Ziffern, nur ist bei der letzten Gruppe 
vor die letzte Ziffer noch n — & — ß eingeschoben. — Ersetzt man die Zahl N durch 
die Zahl R, deren Ziffern 1,2,3,...,n — 2,n sind, so fehlt in dem Produkt jeweils 
die Ziffer n — & — ß, die Gruppen bei der zweiten Aussage enthalten keine fremde 
Ziffer. Ähnliche Aussagen ergeben sich schließlich für die Zahlen mit den Ziffern 
n,n—1,n—2,...,3,2,1 und mit den Ziffernn,n— 2,n —3,...,3,2,1. L.Schrutka. 

Möstkovä-Illingerovä, Ludmila: Einige Teilbarkeitskriterien. Rozhl. mat. pfiro- 
dov&d. 21, 49—53 (1941) [Tschechisch]. 

Verf. führt in diesem Artikel einige Kriterien für die Teilbarkeit durch die Zahlen 
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Storehi, E.: Di un teorema sul determinante di Vandermonde dei primi n numeri 
della serie naturale. Period. Mat., IV.s. 22, 32—36 (1942). 
Es wird bewiesen: Die ungerade Zahl n>1 ist dann und nur dann Primzahl, 
n—1 
wenn sie in dem um (—1) 2 vermehrten Quadrat der Vandermondeschen Deter- 
minante der n ersten natürlichen Zahlen aufgeht. Mittels des Wilsonschen Satzes wird 


hieraus rasch der weitere Satz gefolgert: Die ungerade Zahl n>1 ist dann und nur 
n—1 
dann Primzahl, wenn sie in dem um (—1) ? vermehrten Quadrat der Vandermonde- 
schen Determinante der n — 2 ersten natürlichen Zahlen aufgeht. W. Weber. 
9n+1 n 
Fjeldstad, J. E.: Ein Beweis der Formel ( en - (v)= 28, n>2). 
Norsk mat. Tidsskr. 24, 13—17 (1942) [Norwegisch]. 


Es bezeichne u(n, p) den genauen Exponenten, zu welchem die Primzahl p in 
n+1 n 
der Zahl [ ) —_ 1x9) aufgeht. Nach einer Vermutung von Herrn E. Jacobsthal 


ist u(n, 2) = 3n fürn > 1. Verf. bestätigt nun diese Vermutung. Zum Beweis benutzt 
er zwei Darstellungen des Legendreschen Polynoms und gewinnt so durch Koeffi- 
zientenvergleich einen geeigneten Ausdruck zur Berechnung von u(n, 2). (Vgl. auch 
nachsteh. Referat.) Bergström (Uppsala). 

Ljunggren, Wilhelm: Eine Eigenschaft der mittleren Binomialkoeffizienten. Norsk 
mat. Tidsskr. 24, 18—22 (1942) [Norwegisch]. 

Verf. bestätigt die Vermutung von Herrn E. Jacobsthal (siehe vorsteh. Referat) 
durch Anwendung einer geeigneten Identität und vollständige Induktion. Allgemein 
zeigt er nach demselben Verfahren, daß u(n, p)=>3n +1 ist, wenn p eine ungerade 
Primzahl ist. Für p>5 gilt sogar u(n, p) >3n +2. Verf. teilt auch mit, daß Herr 
Jacobsthal, nachdem ihm die obigen Resultate bekannt wurden, die folgenden Ver- 
schärfungen gefunden hat: 


Er) )= Sl )smmanee, 


a) en 1%) = g3n+1, PERS N (mod. 33r+2), - 
Bergström (Uppsala). 

Dörge, Karl: Beweis des Reziprozitätsgesetzes für quadratische Reste. Math. Ann. 
118, 310—311 (1942). 

Frobenius (8.-B. Preuß. Akad. Wiss., phys.-math. Klasse, 1914, 335—349, dort 
338—339) hat für das quadratische Reziprozitätsgesetz einen Beweis gegeben, der ‚die 
Vorzüge des fünften Beweises von Gauß mit denen des dritten vereinigt“ (a. a. O., 335). 
Durch die gleichmäßige Anwendung des Gaußschen Kriteriums zur Bestimmung von 


; (2) und (2), wo p und q ungerade Primzahlen sind, wird der Beweis symmetrisch und 


bei geometrischer Veranschaulichung (a. a. O., 339—342) zweidimensional. Verf. ver- 


zichtet nun auf die Symmetrie und gewinnt dadurch einen anschaulichen eindimen- 
sionalen Beweis. Der Kunstgriff besteht in der Ausnutzung der Tatsache, daß im 
Falle p>g in der auch von Frobenius vorgenommenen Zählung der Paare x, y 


_ —1ı & 
en. 0<y=15,) mit 0<py-ge<z bzw. 0>py-42>—-% 


die Bedingung 0< x er - 1 eine Folge der übrigen ist. Der Beweis arbeitet daher 
- (für p>g) mit den Intervallen, die sich von den { 3 l ersten positiven Vielfachen 


von p entweder um I nach oben oder um 2 nach unten erstrecken. (2) bzw. (2) hat 


2 2 
den Wert 1 oder — 1, je nachdem in die erste bzw. zweite Gattung von Intervallen 
eine gerade oder ungerade Anzahl Vielfacher von q fällt, und somit kommt (2) + (2) 
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darauf hinaus, daß die Gesamtzahl 7 der Vielfachen von g in der Vereinigungsmenge B 
aller Intervalle ungerade ist. Da aber ‘sowohl B wie auch die Gesamtheit der Viel- 


fachen von gin bezug auf M = ud en u symmetrisch liegen, so ist 7 dann und nur dann 


ungerade, wenn M ein Vielfaches von g ist und zugleich zu B gehört. Ersteres kommt 


auf p=3(mod4), letzteres auf qg = 3 (mod4) hinaus. Weber (Berlin). 
Petreseu, Julian: Über den Fermatschen Satz. Gaz. mat. 47, 350—354 (1942) 
[Rumänisch]. 


Betrachtung des Falles I der Fermat-Gleichung 2? + yP = 2? (p ungerade Prim- 
zahl, übliche Teilerfremdheitsbedingungen) mit elementaren Methoden. Die ve 
kannten) Hilfssätze, z. B. über gemeinsame Teiler von 2 + y und (a? + yP)(c+y)"* 
und über das Verhalten der Lösungen mod p?, werden einer einheitlichen Darstellung 
halber mit bewiesen. Beispiele: p = 3,5, T. E. Schulenberg (Berlin). 

Kloosterman, H. D.: Simultane Darstellung zweier ganzen Zahlen als einer Summe 
von ganzen Zahlen und deren Quadratsumme. Math. Ann. 118, 319—364 (1942). 


Verf. betrachtet die Anzahl r(n, m) der Systeme ganzer Zahlen z,,..., &,, welche 
die Gleichungen 8 
I) Pa =n, Le)= = u; = m 
ee A i= 


befriedigen (a;,, b;, n, m ganze Zahlen). — Zieht man die Funktion 


+0 +0 
old) =. wa) e2rivL(z) =>) r(n, m) wre2rimr 
.MH=- oo M,N=— oo 
heran (w = e”i* und v a so kann man die Hardy-Littlewoodschen Methoden 
anwenden und so einen Näherungsausdruck für r(n, m) herleiten. Verf. stellt sich 
vor allem die Aufgabe, exakte Formeln für r(n, m) zu erhalten. Er führt dies durch 
für den Fall a,=s8,b;=1,s=3,5,7. — Faßt man in diesen Fällen r(r, m) als 
Funktion von m auf, so erhält man Formeln für die Anzahl der Darstellungen natür- 
licher Zahlen als eine Summe von 3, 5, 7 Quadraten. E. Hlawka (Wien). 
Stöhr, Alfred: Anzahlabsehätzung einer bekannten Basis h-ter Ordnung. Math. Z. 
47, 778—787 (1942). 
Verf. verbessert die Abschätzung für die Anzahl der Elemente der von ihm an- 
gegebenen Basis h-ter Ordnung (vgl. dies. Zbl. 16, 348). Die Verschärfung ist zwar 
nur geringfügig, ist aber insofern von Bedeutung, als die neue Schranke in gewissem 


h 
Sinne genau ist. Sie liefert den Wert der Ve-Dichte und Vz-Dichte im Großen für die 


betrachtete Basis. Dabei wird unter der 9 (z)-Dichte einer en Zahl fin = 
{= 
verstanden, unter der @(x)-Dichte im Großen lim er Del Stöhr, Bemer- 
z=1,2,... 
kungen zur additiven Zahlentheorie. II., J. reine angew. 185 (1942)]. 
Rohrbach (Prag). 

Ostmann, Hans-Heinrieh: Beweis einer Vermutung über die asymptotische Dichte 
und Verschärfung einer Abschätzung für die Diehte der Summe zweier Zahlenmengen. 
Dtsch. Math. 6, 213—247 (1941). 

Verf. setzt seine Untersuchungen über die Dichte der Summe zweier Zahlen- 
mengen (vgl. auch für die Bezeichnungen dies. Zbl. 23, 295) nach zwei Kiobtung22 
fort. Er verschärft seine Abschätzung 

1 Pe he 
y>20— 5 a Yya7,T° für o<1 
und überträgt diese Abschätzung auch auf die untere und obere natürliche Dichte 
einer Menge M, von denen die untere durch die ek Bezeichnung „asymptotische 


Dichte“ hervorgehoben zu werden pflegt: A*(M) = HR (n=1,2,3,...). Verf. 


benutzt diese Bezeichnung leider in einem etwas erden Br Für zwei beliebige 
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2 NORIE? 


Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen Y,® und o* = lim u LER) n=0;1 
=) A*A4B)—=y* gilt dann yr>—_- 0%, sogaryr'=4*(®+D) > 0* 
N) vr *, sogary*'= 1 


1 
für 0*<<1. Hieraus folgt, falls 1 inA und ® enthalten ist, wegen j>3 und o*>&*+ß* 
insbesondere die vom Ref. geäußerte Vermutung y*>'}(&*-+ ß*) für die asympto- 
tischen Dichten «* = A*(W), B* = A*(B), y* = A*(U +8). Ferner wird gezeigt, daß 
die entsprechende Abschätzung auch für die obere natürliche Dichte im 4) 
(n=1,2,3,...) gilt, daß man für j unter Umständen einen gewissen günstigsten 
j-Wert einsetzen kann, daß sich aber diese Abschätzungen (für die untere und obere 
natürliche Dichte) allgemein nicht mehr verbessern lassen; außerdem werden noch 
einige speziellere Fragen behandelt. Die Hilfsmittel sind die gleichen wie bei der 
früheren Untersuchung, nur entsprechend ausgebaut. U. a. wird die Dichtedefinition 
so variiert, daß auch die O stets mitgezählt wird: Bezeichnet M (x, y) für O<2=<y 
(2, y ganz) die Anzahl der dem abgeschlossenen Intervall [x, y] angehörenden 
Elemente von M und m das kleinste Element von M, so sei 4, Fr 
(n=0,1,2,...). Diese variierte Dichte hat auch für Mengen, die nicht die O und 1 
enthalten, einen nichttrivialen Wert. Entsprechend werden die Definitionen von o 
und J(n) variiert. Es zeigt sich, daß man sich auf die Betrachtung des Falles m = 0 
beschränken kann. Dieser wird eingehend untersucht. Rohrbach (Prag). 
Besieoviteh, A. S.: On the linear independence of fractional powers of integers. 

J. London Math. Soc. 15, 3—6 (1940). 

Den Inhalt der Note bildet im wesentlichen ein auf elementaren algebraischen 
Überlegungen fußender Beweis des folgenden Satzes: Es seien a,,@,,...,q, ganze 
positive Zahlen, von denen jede einen nicht in den übrigen aufgehenden Primfaktor 
genau in der ersten Potenz enthält; &,; bedeute (bei beliebiger Wahl des. ganzen 
positiven Exponenten n,) die positive reelle Wurzel der Gleichung 2” — = 0 


=1,2,...,n). Ist dann p(z,, %, . . -, %,) ein nicht identisch verschwindendes, ganz- 
zahliges Polynom in z,, 25, ...., 2„, dessen Grad in der Variabeln x; jeweils den Wert 
7; — 1 nicht übersteigt, so ist stets p(&], &, -..,&) #0. Krull (Bonn). 


Niven, Ivan: On a certain partition funetion. Amer. J. Math. 62, 353—364 (1940). 
Verf. betrachtet die Anzahl a„ der Zerlegungen der Zahl m in Summanden von 
der Form 6n + 1. Es gelingt ihm mit Methoden, analog der von Rademacher (vgl. 
dies. Zbl. 18, 246), eine konvergente Reihe für a, aufzustellen mit Hilfe der Funktion 


_ tar) _ = 
wo ES fen) > er 
a | 
Baur) B. Hlawka (Wien). 
Crum, M. M.: On some Dirichlet series. J. London Math. Soc. 15, 10—15 (1940). 
Verf. stellt Identitäten auf von der Form 
Z(s)&(s — a) = 0u(n)n”® 
(vgl. Pölya-Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis 2, 127, Berlin 1925). 
E. Hlawka (Wien). 
Turän, P.: Über die Verteilung der Primzahlen. 1. Acta Sci. Math. Szeged 10, 
81—104 (1941). 
Es sei N(o,, T) die Anzahl der nichttrivialen Nullstellen der C-Funktion im 
Streifen 0, >0,, 0<4W= T; dann beweist Verf. zZ 
N(a, T) < T?@-9 exp(13 log®!$ T) 
glm. für 3<a=<1, T>c unter einer Annahme, von der Verf. vermutet, daß sie 
unabhängig von der Verteilung der Primzahlen ist: Für alen>cunda„ =1, || <1 


ist. 


- 
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nSi>Ygltt » max _ ‚+. +2%|> exp(—n). 
n? (1m) syn: ‘ 


Der Charakter dieser Voraussetzung wird durch folgenden Satz näher beleuchtet: Es 


gibt zu jedem M Zahlen 2,,..„ m, 4 =1=|2| = = |=|, so daß 


max i+ + 2%|<exp(—?lognlogo). 
M (1 = 2)s <’sM 
Interessant ist der Ausgangspunkt der Arbeit. Verf. ging von folgendem heuristischen 


Beweis, der mir sehr aussichtsreich erscheint, aus: Esseis,=0g+ ty (0,>1, E>20,—1l), 
so daß s, an s = ! näherliegt ‘als an der Bean o—=0. Nun hat £(s) keine Wurzel 


im Kreis za 
Is — 9|!= R-!= lim lo 


(Cauchy-Hadamardscher Satz). Ersetzen wir nun Ft je) durch den längs der ganzen 


Linie o = o, genommenen quadratischen Mittelwert, so sieht man leicht, daß 


2» 2» == 
en 1 A (k)? log?” k \/. log?” +2k 
R Sem k200 <lim ED, k2 9% 
k=1 


k=1 


s)”) 


s=8 


gilt. Nun ist der rechte lim = (0, — 3) -!; also hat, wenn s, die Gerade o = o, durch- 


läuft, S(s) inco>4H, |t| >Y2o, — en Wurzeln. E. Hlawka (Wien). 

Tietze, Heinrich: Über die Aa der Lösungen gewisser Aufgaben über Gitter- 
punktfiguren. Math. Ann. 118, 290—298 (1942). 

Es sei M eine endliche Menge von Gitterpunkten. Mit a,’ werde die Anzahl 
der Gitterpunkte von M in der Ebene x, = u bezeichnet. Ist m die Anzahl der 
Punkte von M, so erhält man für jedes» =1,...,n ein System nichtnegativer ganzer 
Zahlen A” (M) = (af, a$’,...) mit der Summe m. Hier wird die umgekehrte Frage 
behandelt, zu welchen Systemen von Partitionen AP, ..., A wenigstens eine zu- 
gehörige n-dimensionale Gitterpunktmeuge M vorhanden ist. Dies ist dann und nur 
dann der Fall, wenn es eine n-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge $ mit 
AKH=-C">SA” (l=sv=<n) gibt. Wenn es nur eine einzige Menge M gibt, 
dann ist diese Menge M komprimiert. Hofreiter (Wien). 

Jarnik, Vojtöch: Zwei Bemerkungen zur Geometrie der Zahlen. Sonderdruck aus: 
Vestn. Krälovsk& Cesk& Spol. Nauk 2, 8 8. u. dtsch. Zusammenfassung (1941) 
[Tschechisch]. 

Verf. beweist zwei Sätze, von denen der erste eine Verallgemeinerung eines Min- 
kowskischen Satzes ist: I. Es sei N eine beschränkte abgeschlossene Teilmenge des 
»-dimensionalen kartesischen Raumes R,„ mit einem inneren Punkte und mit dem 
Peano-Jordanschen Inhalt %(N). Es sei W(N) die Menge aller Punkte x — y (Sub- 
traktion im vektoriellen Sinne), wo x und y alle Punkte aus N durchläuft. Es sei 
t(=1,2,...,n) die kleinste positive Zahl, für die ®(r;N) mindestens i linear un- 
abhängige Gitterpunkte enthält. Dann ist 7,7,...,%(N)<2*-!, (Im Minkowski- 
schen Satze steht auf der rechten Seite 1.) Ist N ein symmetrischer konvexer Körper, 
so sei o die kleinste positive Zahl, welche folgende Eigenschaft besitzt: ist x ein be- 
liebiger Punkt, so enthält die Ponkkimenge &-+cN mindestens einen SE 
Dr BI: In<so<im+. +m)= Ei 
U. Es seien L,(2) = yjı8ı + *:: + Yin R =1,2,...,n) reelle DLR mit 
der Determinante 1: es sei & 0. Dann gibt es einen Gitterpunkt +0 mit 

Here n-i 
BIER VI. Knichal (Prag). 

Pipping, Nils: Approximation mehrerer reellen Zahlen durch rationale Zahlen mit 

gemeinsamen Nenner. Acta Acad. Äboens. 13, Nr 9, 1—12 (1942). 


Bei BeBebeug natürlicher Zahl m> 2 gibt es bekanntlich zu jedem System von n 
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beliebigen reellen Zahlen & ® =1,...,n) rationale Zahlen p,/q wit gemeinsamen 
Nenner q, für. die n, = |&, — »,/q|< 1/qm und qg < m" ist. Verf. zeigt, daß in diesem 
Satz die obere Schranke für qg durch g< m" — 2% + 1 ersetzt werden kann. Der Be- 
weis baut auf der üblichen Schlußweise des Dirichletschen Schubfachprinzips auf, aber 
es wird dabei der Fall getrennt betrachtet, wo alle q&, (mod 1) in eines der 2* Eckfächer 
des n-dimensionalen Würfels zusammenfallen. Das Ergebnis ist besonders günstig für 
kleine Werte von m. Am Beispiel n= 2, m = 3 wird gezeigt, daß die so gefundene 
Schranke 6 sogar durch 5 ersetzt werden darf. Im Anschluß wird eine obere Schranke 1, 


für den kleinsten Nenner g untersucht, für welchen + +m=l/g für alle 

Systeme £, wird. Nach dem bewiesenen Satz ist stets /, < n*— 2" +1. Diese Schranke 

kann für n=3 verkleinert werden; es wird gezeigt, daß 1, = 2 ist. Pisot. 
Analysis. 

Allgemeines: 


Trieomi, Franeeseo: Formule asintotiche. Saggiatore 2, 72—82 (1941). 

Verf. gibt eine elementare, durch viele Beispiele belegte Einführung in die Grund- 
begriffe der Asymptotik, erläutert das Rechnen mit dem Symbol =[/(2)=g(2), (2%), 
wenn Im: fz)/g(z) =1], das i.a. nicht additiv ist [eine hinreichende Bedingung, 


damit aus fi =9,, &=9 folge ı +ha=9ı +9, ist z. B. 9, =0O(g, +9) oder 
fı = O(fı + f)], die Symbole O und o und ihre Rechenweisen, den Poincareschen 
Begriff der asymptotischen Darstellung und verwendet diese Begriffe für die Moivre- 
Stirlingsche Reihe und den Primzahlsatz. Zum Schluß kommt er auf die merkwürdige, 
schon in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 22, 114) entdeckte Diskrepanz zwischen 
Landaus asymptotischer und Verf. wahrscheinlichkeitstheoretischer Bestimmung der 
Auzahl der als Summe zweier ganzer Quadrate darstellbaren ganzen Zahlen unter- 


halb x zu sprechen. Harald Geppert (Berlin). 
Mengenlehre: 

Bernays, Paul: A system of axıomatic set theory. Pi.2. J. Symbolic Logic 6, 
1—17 (1941). 


Nachdem im ersten Teile der Arbeit (s. dies. Zbl. 19, 294) die grundlegenden 
Axiome für die Mengen (sets) und Klassen (classes) eingeführt wurden, erfolgt hier 
der weitere Ausbau. Die Funktion wird eingeführt als eine Klasse von Paaren, bei 
der verschiedene Elemente stets verschiedene erste Glieder haben, und entsprechend 
die umkehrbar eindeutige Abbildung. Das Auswahlaxiom findet dann die folgende 
Formulierung: Jede Klasse C von Paaren hat eine Unterklasse, die eine Funktion 
ist und den gleichen Vorbereich wie C hat. Es folgen Axiome, die angeben, wann eine 
Klasse durch eine Menge repräsentiert werden-kann, d.h. wann es zu einer Klasse 
eine Menge mit genau den gleichen Elementen gibt. Diese Axiome entsprechen den 
üblichen Axiomen der Aussonderung, der Vereinigung, der Potenzmenge und der 
Ersetzung. Es folgt das Unendlichkeitsaxiom in der folgenden Fassung: Es existiert 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung, deren Vorbereich durch eine Menge repräsentiert 
wird und die eine Klasse auf eine eigentliche Unterklasse abbildet. Als letztes Axiom 
wird ein beschränkendes Axiom hinzugefügt: Unter den Elementen einer nicht leeren 
Klasse A gibt es stets eine solche Menge, welche mit A kein Element gemeinsam hat. 
Aus diesem Axiom folgt u. a., daß eine Menge a nicht Element von sich selbst sein 
kann, da anderenfalls die Klasse mit a als einzigem Element dem beschränkenden 

Axiom widersprechen würde. — Anschließend folgt die Begründung der Theorie der 
 Ordinalzahlen, die bemerkenswerterweise geschieht, ohne den Begriff der Ordnung 
vorauszusetzen. Man versteht unter einer transitiven Menge eine Menge c, so daß 


jedes Element eines Elementes von c wieder ein Element von c ist. Eine Ordinalzahl 
ist dann eine transitive Menge der Art, daß, wenn a und 5 irgendwelche Elemente 


u. be ie 
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der Menge sind, immer entweder a Element von b oder b Element von aist. Die Ordinal- 
zahlen sind durch die Relation a C b (a ist eine eigentliche Untermenge von b) geordnet. 
Von den Ordinalzahlen ergibt sich der Zugang zur Zahlentheorie durch Einführung 
des Begriffes der endlichen Ordinalzahl. Eine Ordinalzahl heißt endlich, wenn sie 
selbst und jede kleinere entweder 0 sind oder auf eine andere Ordinalzahl unmittelbar 
folgen. Es werden dann nicht nur die Peanoschen Axiome befriedigt, sondern es kann 
auch die gewöhnliche Methode, zahlentheoretische Funktionen durch rekursive Defini- 
tionen einzuführen, durch ein ableitbares Existenztheorem gesichert werden, in ähn- 
licher Weise, wie es schon Dedekind gemacht hat. Die Theorie der endlichen Klassen 
und endlichen Mengen kann aus der Theorie der endlichen Ordinalzahlen erhalten 
werden. Ackermann (Burgsteinfurt). 

Sierpinski, Waelaw: Sur les espaces (V) separables universels. Accad. Sci. Fis. 
e Mat. Napoli, Rend., IV.s. 10, 357—358 (1940). 

Un espace quelconque # est dit espace (V) separable si l’on a donn& une famille 
denombrable F de sous-ensembles de Z, et si l’on a fait correspondre & tout element p 
de E une sous-famille F(p) de F d’une fagon arbitraire, sous la seule condition que 
chaque ens. de F(p) contienne p [les ens. de F(p) sont dits les voisinages de p]. — 
Un sous-ens. Q d’un espace (V) separable E devient &videmment un espace (V) separable 
si l’on prend pour voisinages dans Q d’un Element arbitraire p de Q@ les ens. Q- V oü 
les V sont les voisinages de p dans E. On dit alors que l’espace Q est contenu dans E, 
ou bien que E contient Q. — Deux espaces (V) separables, E, et E,, sont dits con- 
gruents s’il existe une transformation biunivoque @ de E, en E,, qui transforme 
tout voisinage d’un element arbitraire p dans E, en un voisinage de p(p) dans E,, 
et si la transformation inverse 9! jouit de la möme propriete en &changeant les röles 
de E, et de E,. — Un espace (V) separable de puissance m est dit universel de 
puissance m s’il contient, pour tout espace (V) separable de puissance m, un espace 
congruent & ce dernier. On a les deux theoremes suivants 1 et 2, la demonstration 
du th&oreme 2 Etant beaucoup plus difficile que celle du theoreme 1: 1. Il existe, pour 
tout nombre cardinal m> 2%, un espace (V) separable universel de puissance m. 
2. Il existe un espace (V) separable universel de puissance X,. — De lä resulte que 
sil’hypothese du continu est vraie, ilexiste un espace (V) separable uni- 
versel de n’importe quelle puissance infinie. A. Appert (Rennes). 


Ditferentiation und Integration reeller Funktionen: 


Ridder, J.: Der Bairesche Satz bei Intervallfunktionen. Nieuw Arch. Wiskde 21, 
57—58 (1941). 

In einem Raume, dessen Punkte abgeschlossene Intervalle [a,, b1;...;@, u] 
eines n-dimensionalen euklidischen Raumes R, sind, wird eine vollständige Metrik 
mit Hilfe der Abstandsdefinition Max {ja — af|, |" — 5P|},j=1,2,...,n, ein- 
geführt. Manche Eigenschaften von Punktfunktionen im R,„ kann man dadurch auf 
Intervallfunktionen im R, übertragen. Als Beispiel wird der Bairesche Satz über die 
Charakterisierung der Funktionen erster Klasse angedeutet. J. Novak (Brünn). 

Appert, Antoine: Mesure dans l’espace ä une infinit6 de eoordonndes. Rev. Ci., 
Lima 41, 297—308 (1939). 

Es wird ein neues, translationsinvariantes Maß im Raume R,, d.h. im Raum 
der Punkte mit abzählbar vielen reellen Koordinaten 2,,9»=1,2,..., definiert, für 
welches der Einheitswürfel CO, das Maß 1 besitzt. Gegenüber den bisher auf- 
gestellten diesbezüglichen Maßen ist dieses Maß erklärt auch für die Mengen des 
Ro, welche nicht in C, enthalten sind. Zunächst wird, in Verallgemeinerung eines von 
B. Jessen [Acta math. 63, 249—323 (1934); dies. Zbl. 10, 200] eingeführten Begrif- 
fes, als normales (w-) Intervall (Normalintervall) J erklärt jedes w-Intervall 


Weyer). vera, -o<a,=<b,<-+ oo), für welches [J| ZT. 
v=1 
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endlich und von Null verschieden ist. Als äußeres Maß Z(M) einer Menge MC R, 
wird alsdann erklärt die untere Grenze der Summen „)|J,| für alle Überdeckungen 


e 
DEF von M mit abzählbar vielen Normalintervallen J,; falls keine solche Über- 


e = en 
deckung existiert, sei Z(M) = +00. Sodann wird der Reihe nach gezeigt: Z(M) 
ist ein äußeres Maß im Sinne der Theorie von Carath&odory (Gött. Nachr. 1914, 
404—426); für Normalintervalle J gilt L(J) = |J|; jede abzählbare Menge ist Null- 
menge; jede Borelsche (d.h. im kleinsten, alle w-Intervalle enthaltenden o-Körper 
enthaltene) Menge ist meßbar. Haupt (Erlangen). 


Roussel, Andre: Sur P’approximation locale des fonetions eontinues. Bull. Soc. 
Math. France 69, 97”—132 (1941). 

Etant donnees une fonction continue f(x) & etudier et une fonction continue @(h) 
qui decroit et s’annule en m&me temps que Ah, I’A. etablit la possibilit® d’approcher 
fz+h) aep(h) pres: Af= fa +h) — f(x) =g(z,h) +Ep(h) (e > 0 avec h), au 
moyen de fonctions g(z, h) de diverses natures. (1°) Fonction entiere en z et 1/h, gräce 


& l’integrale u es 
1 — 
,2)=—=| fl Aniidtr 
v0, 2)= [10 
— oo 
42°) Par l’intermediaire d’une ligne polygonale d’une infinit& de cötes, 
+90 
9(z, h) =D) %„(x) sinnh 
n=1 
(h de signe determine), ou encore serie de polynomes en h qui approchent les sinnh. 
(3°) f(x) etant supposee de periode 277, Af=g(z,h) +vop(h) (|v| <1quand R—>0) 
r + 
avec g(z, h) =D 4"(a,„Acosnz+b„Asinnz), A(h) ne dependant que de @ et du 
n=1 
module de continuite de f, les a, et b„ &tant les constantes de Fourier de f, g(z, h) 


etant holomorphe sur l’axe reel, sauf peut-&tre pour h nul. (4°) Par une represen- 
tation & la Lebesgue de la ligne polygonale d&ja consid£ree, 


+0 
g9(z, h) = &n(Pn AAN |h 2 Ba+ıl er |h =: Ba); 


oü les ß,„ sont des constantes et &, = [f(x + Pn+ı) — F@ + Ba)]: (Bnzı — Pr): LA 
termine en indiquant le principe d’une etude de la ra des Dz d’une 


variable, qui s’appuie.sur ce lemme: Si f{@+h) — f(x) = An +: een An en eh" 


ou feet les A, sont des fonctions continues de x, e tendant ee vers zero 
avec h, alors (2) = A; =1,2,...,n). Frederic Roger (Paris). 


Ridder, J.: Über den Greenschen Satz in der Ebene. Nieuw Arch. Wiskde 21, 28—32 
(1941). 
Die Greensche Formel l f ( _ SE) andy = S pdz + qdy un ‚durch Anwen- 


dung folgenden Hilfssatzes He werden: p(z, er und g(z, y)s seien re in einem 
von einer ebenen geschlossenen rektifizierbaren Jordankurve C begrenzten, abge- 
schlossenen Bereiche B + C stetige Funktionen; weiter sei f(x, y) eine reelle, über B 
- summierbare Funktion. Gilt für jedes abgeschlossene, in B liegende Intervall / 
(mit dem Rande R) die Beziehung IRELG y)dxdy mfpaz ier so ist auch 


J; [t&, dzdy ei pdz+gdy. — Es a ee hinzugefügt. 
J. Novak (Brünn). 
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Levi, Beppo: Sull’intuizione geometrica negli elementi di ealeolo. Rend. Accad. 


Sci. Ist. Bologna, N.s. 42, 49—58 (1938). 

Dans le compte rendu donne ici (voir ce Zbl. 17, 249), de l’ouvrage de B. Levi, Analisi 
matematica algebrica ed infinitesimale, j’avais dit que l’expose est assez abstrait. Relevant 
ce propos, l’aut. d6veloppe ses id6es sur-le röle de l’intuition geometrique dans l’exposition 
des elöments du caleul et montre la part qu’il lui a donnee dans son livre. Il parle notamment 
de P’introduction de la notion de nombre, de la definition de la derivee et de son interpretation 
g6ometrique, de l’introduction des nombres complexes dans le calcul, des differentielles. Notons 
que l’aut. signale qu’il a donne de la rögle de derivation des fonctions inverses une illustration 
geometrigue au moyen de la tangente qui ne se trouve pas ailleurs “‘mentre non saprei citare 
un trattato in cui a tale illustrazione sia dato rilievo”. En fait, cette interpretation se trouve 
par exemple dans Haag, Algebre et Analyse, Paris 1914, 86, et Courant, Vorl. über Diff.- 
Int. Rechn. I, Berlin 1927, 116. @. Valiron (Paris). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Wendelin, H.: Einheitliche Ableitung der bekannten Beziehungen zwischen den 
Grenzen und Limites der Folgen (&,), (Yn)> (&n + Yn) und (x - 4n). Dtsch. Math. 6, 
265—266 (1941). 


Ridder, J.: Über k-fache approximative Differentiation von Reihen. Nieuw Arch. 
Wiskde 21, 25—27 (1941). 

L’A., generalizzando una precedente elementare proposizione dı E. Landau 
[Arch. Math. Phys., III. s. 26, 69—70 (1917)] e L. Neder [Math. Z. 28, 30—34 (1928)], 
dimostra il seguente teorema: Se /„(),a<x=b, n=1,2,..., sono funzioni dotate 


oo 
ovunque in (a, b) di derivata k-ma approssimativa f®,,, se la serie F(x) =) fn(x) (*) 
oo n=1 
converge in almeno k punti distinti di (a, b), se la serie G(x) =?) /,,(x) converge 
n=1 
uniformemente in (a, b), allora anche la serie (*) converge uniformemente in (a, b), 
la funzione F(x) & dotata ovunque in (a, b) di derivata k-ma approssimativa e 
Fü (x) = @(x). La dimostrazione ® immediata per il fatto che, nelle ipotesi del teorema 
e per una osservazione di A. Khintchine [Fundam. Math. 9, 212—279 (1927); p. 243] 
le funzioni /„(2), n=1,2,..., sono dotate, da una di esse in poi, ovunque in (a, b), 
di derivata k-ma ordinaria e perciö il teorema & ricondotto, in sostanza, alla pro- 
posizione elementare di E. Landau e L. Neder. [Una estensione, analoga a quella 
qui ottenuta del teorema elementare citato, dovrebbe potersi ottenere anche per un 
recente e assai Tiposto teorema di derivazione per serie di L. Tonelli (questo Zbl. 1, 


205). Rec.] L. Cesari (Pisa). 


Weber, C.: Potenzreihenzerlegung von tg& und etgx. Z. angew. Math. Mech. 21, 
252—253 (1941). 

Die beiden Entwicklungen werden sehr einfach gewonnen auf Grund der Be- 
ziehung ctgx — tgx = 2ctg2x; es ergibt sich so eine Rücklaufformel, die die ersten 
Beiwerte unmittelbar liefert, ohne die Bernoullischen Zahlen heranzuziehen. Ullrich. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen : 

Steffensen, J. F.: The poweroid, an extension of the mathematieal notion of power. 
Acta math. 73, 333—366 (1941). 

Unter einem Q-Symbol (Omegasymbol) versteht Verf. (Interpolation, Baltimore 
1927 ‚$18) einen Operator, der die distributive, die kommutative und die assoziative 
Eigenschaft besitzt; ein 6-Symbol (Thetasymbol) ist ein Omegasymbol, das, auf ein 
Polynom angewendet, ein Polynom geringeren Grades, auf einen festen Wert an- 
gewendet, Null liefert. Wird, wie üblich, A/(2)=f(x+1)—f(«), V/f()=f(2)—f(2—1), 
öl) =Ma+ daB, Di()=F(a), Bila)=ia+ 1), Dialer 
gesetzt, so sind A,V, 6, D Thetasymbole, E und 7] Omegasymbole, aber keine Theta- 


! 
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symbole. — 1. Es werden Thetasymbole der Gestalt 0 = Ih, D (k, +0) 


betrachtet. x’! ist ein Polynom vom Grad r, das durch folgende füigenschafen be- 
stimmt ist: @1=1,0"1=0(r>0) und darl= rar-!l, Für a’! wird, ausgehend vom 
Wort power = Potenz, die Benennung poweroid eingeführt; sie ist ins Deutsche 
kaum zu übertragen und möge daher mit „Scheinpotenz‘‘ übersetzt werden. [Für 
= Ast N =- M=xlr —-1):.- (—r+1);fürd= Dita x'.] Setzt man a 
als Polynom mit unbestimmten Koeffizienten an, so läßt es sich aus a’-1 aaszchnen, 
N 
y! 


Für jedes Polynom f(x) kann eine Art Maclaurinsche Entwicklung f(x) I 
aufgestellt werden. 2. Ein unmittelbarer Ausdruck für die Behnpetehzen ist 
oe (5) @,wo 0 . =o'(D)gesetztist, einandrer a'— x 7) zy(D)a’-}, 
wo y au 9 = Sins (y(0)=0) zu entnehmen ist. Für ein Polynom f(x) ist 
Oz/(z) = xAf(x) + 0’f(x). 3. Rücklaufend kann man z’*+1l aus x”! nach der Formel 
etz = 2”! berechnen. Erweitert man die Symbolik, indem man 2 — arl-1 setzt, 
soist 6’ a’ H1l-1— el, O7 H1l-1—yarl-1, 4, Sind O und 4; zwei Thetasymbole, a”!und z7! 
die zugehörigen Scheinpotenzen, so gelten Umwandlungsformeln wie «’'= a 5 3) be I, 


„l-ı 5 { x7I-1 und ähnliche, die für 6, =D, xy! = x” in die vorhin angeführten 
übergehen. 5. Die Umkehrung 9-1 von ® ist nicht antun, so wie D-1, die un- 
bestimmte Integration, es nicht ist. Setzt man aber D/(x) -f (z)dz,soist I = 2 


eine eindeutige Umkehrung zur 0. Es ist al=»v!P1. 6. Es ist ®?’—= R= „Tr Te. 
Setzt man =olit) = = -3 k,t, so ist e!= >» — En die erzeugende Kunktion 


der Scheinpotenzen a”. Mit Hilfe der Bareaunschen Reihe, aber auch auf anderm 
Weg erhält man für die Scheinpotenzen die Darstellungen ar! D’_ _ert dd 2: : a 1 nd 


al zDY let (+) >0). Die Umkehrung von Z=g(t) lautet £ Sy ge 


B_ 1 
7. Für den Operator 0 ee ergibt sich als Scheinpotenz die allgemeine Fakul- 
tät: »l= u(e — P)(e — 2B) -- (x —_ 1 — 1ß), insbesondre für ß=1,0=4, 
2l= 1) =x(2—1)---(«—r9+1),fürß= zu 9 V, ePl= ri N=x(x +1): (&+Vv—1). 
B— 


Allgemeiner ergibt sich für d = E* 1 als Scheinpotenz 
= (2 — va — P)(e — vo — 2) en le 
nn für 


= —,ß=1,0= 8, =D, == —1)(e +22). @-> +1). 
Für imß=0 kommt man auf O9=E*D, ol x(2— vo)’ 1, die ne Schein- 


« —e#D+ßD: 1 — (2 = Ir Se) 
potenz“. 8. Fürd=e D werden die Scheinpotenzen x”! = x( ‚Mn: 1 278) 


oo 
- =21- 
wo H die Hermiteschen Polynome mit der erzeugenden Funktion e „H Ko 
0 
Zentralblatt für Mathematik. 26. 14 
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bedeutet. 9. Ähnliche Aussagen für Polynome G„(z, y) mit der erzeugenden Funktion 


evt-z(e-1) — NnG,(z, Y) S . 10. Der Fall = E*D(1 + ß.D)” mit einigen Sonder- 


5 ; : D & 
fällen. 11. Die Bernoullischen Polynome sind erklärt durch B,(x) = Fr; x’. Allgemeiner 
A 
sei BA(g) = 5 ar. Zum Operator 9 = (5) D gehören die Scheinpotenzen 
ol «BP AH (2). 12. Ähnlich für die Eulerschen Polynome E,(x) = - j x”, verall- 
le 
2 
1 h D 1 
gemeinert Z(x) = (1 + 5) x’. Zum Operator d = (1 + 5) D= ( = J D gehören 


als Scheinpotenzen al= zEP* (x). 13. Allerlei Entwicklungen wie 


(2. + je! Der. 
0 


14. Erweiterung von Of(x) auf den Fall, daß /(x) kein Polynom ist. L. Schrutka. 


Babini, J.: Über das Symbol Arsen k, Rev. Acad. Ci. exact. Madrid 33, 
19—26 (1936) [Spanisch]. a 

Wird unter z2®%* der Ausdruck z(2 — k) --- (2— (n— 1)k) verstanden und die 
Differenz A mit der Spanne h genommen, so lassen sich durch identische Umformungen 


eine Reihe von Formeln angeben, von denen beispielsweise die folgende aufgeführt 
werde: = h"A'2mk — wär ®»® Durch besondere Wahl von % und k (0, 1) 


gelangt man zu weiteren Relationen. Das Additionstheorem 
n 


j A’a% A, Ay k 

u a (h, beliebige Spanne) 
t=r 

und die daraus durch Spezialisierung gewonnenen Beziehungen bilden eine weitere 

behandelte Formelgruppe. Auf der Rekursionsformel 


h-' har 
ge =(2+hr— (n— 1)k) Arze-LEL 


Ar" Aelg + y)m# 


hir 
Gen Ar-izn-ık 


beruhen eine Reihe weiterer Formeln. Auf die erzeugende Funktion 


h r 
Rande | Sina" Argnins 
a+zn® re PIE 
= 
_ wird nur kurz eingegangen. Ausgehend von der Relation 
kA = (— 1)" ht Ar(kin — 1) — hr — 2)®E 
_ wird auf die symmetrische Lage der Nullstellen von » bezüglich 3(k(n — 1) — Ar) 
geschlossen, und anschließend werden weitere Aussagen über die Nullstellen gemacht. 
F. Knoll (Wien). 

Bottema, O.: Das Näherungsverfahren von Simpson. Nieuw Arch. Wiskde 21,111—118 
(1941) [Holländisch]. » 

Approximiert man //(x)dx durch den Trapezausdruck 


n—1 
T(n) = ji +16) +2 D) a+ 6 -— a) 
v=1 


und wendet auf das Integral die Euler-Maclaurinsche Summenformel an, so folgt 


J » 
Bo» —a)” Br 
T(n) — [Ha)dz =>! en (f@r =D (b) — (2r-D(a)) + 40M, as 
a 


v=1 
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mit |0| <1, M, = max |/@?+D(z)| und den Bernoullischen Zahlen B,,. Ersetzt 


man 7(n) durch den Simpsonschen Ausdruck S(n) =$7(2n) — 4 T(n), sv wird 


d p 
R Bs,(1 — 2?” 72) (b — a)?” nd 
Sn) — | Ha)da = I RD) — Fer-D la) + 
a „=2 
Bap+2(d — a)’r+°® 
Sr 40M, (2p ze 2)in?r+1 ’ 
und ein ähnlicher Ausdruck ergibt sich für die Abweichung des Newtonschen Aus- 
druckes N(n) =$%T(3n) — 4 7(n) vom Integral. Hieraus zieht Verf. Folgerungen für 
den Fall, daB (a) = /"(b), v„=3,5,7,..,2p — 1 ist. Harald Geppert. 

Merli, L.: Sulla convergenza in media della formula di interpolazione di Hermite 
per un particolare sistema di punti interpolanti. Giorn. Ist. Ital. Attuari 12, 221—226 
(1941). 

S„(x) sei das Hermitesche Interpolationspolynom zu einer in (—1, +1) definier- 
ten Funktionf (z) und den n Interpolationsstellen z,,...,&,, d. h. das Polynom höch- 
stens 2n — 1-ten Grades, für das $,(z,) = f(z,), S,(2,) = (z,), „=]1,...,n ist. 
ee 1 Hat dann /(z) in (—1, +1) stetige zweite Ab- 
leitung, so gilt daselbst lim |/(z) — $,(2)| =0, ist f(x) nur einmal stetig diffe- 

n>X 


Verf. wählt speziell x, = cos 


+1 
renzierbar, so ist lim f \f(2) — S.(@)|da= 0, (vgl. G. Szegö, Orthogonal poly- 
n>X 
1 
nomials, 1939; dies. Zbl. 23, 215). Verf. beweist nun: Genügt (x) einer Lipschitz- 
+1 
bedingung der Ordnung x >}#, so ist ‚im f I/(2) — S,(2)|?d& = 0. Der Beweis 


1 
verwendet ähnliche Abschätzungen wie in früheren Arbeiten des Verf. (vgl. dies. 
Zbl. 25, 157, 399) und stützt sich auf den Approximationssatz von Jackson-Szegö, 
demzufolge zu jedem r ein Polynom P,(x) höchstens 2n — 1-ten Grades bestimmt 
werden kann, so daß 


cı 2 _p cz 
max |/@) - a) <,- m MEli@-PAo|l< 


gilt. Harald Geppert (Berlin). 


Bödewadt, U. T.: Die Fourierentwicklung des Sinus, Cosinus und der Umkehrung 
einer Fourierreihe. Math. Z. 47, 655—662 (1942). 

Le funzioni periodiche sen(a cost), cos(a cost) della variabile reale £ ammettono 
ben noti sviluppi in serie di Fourier, con coefficienti che sono funzioni di Bessel 
del parametro a. L’A. stabilisce alcune formule per il calcolo dei coefficienti dello 
sviluppo in serie di Fourier di funzioni del tipo sen P(t), cos P(t), ove P(t) & un poli- 
nomio trigonometrico della variabile tz, nonch® del tipo senF(f), cosF(t) con F(t) fun- 
zione periodica qualsiasi della variabile i. Per questo secondo caso vengono dati 
teoremi di convergenza. — L’A. dä poi formule per il calcolo dei coefficienti della serie 
di Fourier della funzione y= f(x) quando siano noti quelli della funzione inversa 
xz=g(y). [Una aceurata indagine di questo ultimo problema, trattato con procedi- 
menti diversi, trovasi, insieme con applicazioni, in M. Carafa (questo Zbl. 22, 129). 
Rec.] L. Cesari (Pisa). 

Obresehkoff, N.: Über die C-Summierbarkeit der derivierten Reihen der Fourierschen 

Reihen. Abh. preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1941, 1—28 (Nr 15) (1942). 
| Es sei f(x) eine ZL-integrable Funktion mit der Periode 2” und (l) 


io-% + (a„ cosnz + b„sinnz) ihre Fourierreihe. Nach Hardy und Little- 


n=1 


14* 
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wood [Math. Z.19, 67—96 (1924)] besteht die notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, daß die Reihe (1) C-summierbar (d.h. von einer gewissen Ordnung k an 
C,-summierbar) zur Summe s sei, darin, daß bei genügend großem & 


ti 
N) alle ef +) +fe@—Dldr=s+ol) für t>0 
0 


gilt. Die Frage nach der C-Summierbarkeit der p-fach abgeleiteten Reihe 


(2) > n? 


n=1 
T.Takahashi [Töhoku Math. J.38, 256278 (1933); dies. Zbl.8, 205] und F.T.Wang 
[Töhoku Math. J. 39, 399405 (1934); dies. Zbl. 9, 252] behandelt. Sie findet in der 
vorliegenden Arbeit ihre vollständige Erledigung, indem Verf. entsprechend (I) be- 
weist: Die notwendige und hinreichende Bedingung für die C-Summierbarkeit der 
Reihe (2) zur Summe s besteht darin, daß ein Polynom @(t) vom Grade p mit Q@ (l)=s 
existiert, für das bei genügend großem & 


t 
(I) 17°? eye Ua +) Ad) H—-1PU@—D)—Q(—D]}dr=oll) für t>0 
0 


gilt. Genauer beweist Verf. einige Sätze, die eine präzise Beziehung zwischen der 
Ordnung der Summierbarkeit und der Zahl & in (II) geben. — Eine Reihe I) «a, heißt 
absolut O;-summierbar, wenn die mit ihren Cesäro-Mitteln k-ter Ordnung s% gebildete 
Reihe I) |s} — si_,| konvergiert. Die Frage nach der absoluten C-Summierbarkeit 
wurde für die Reihe (1) von L. $. Bosanquet [Proc. London Math. Soc., II. s. 41, 
517—528 (1936); dies. Zbl. 15, 64], für die Reihe (2) von J. Hyslop [Proc. London 
Math. Soc., II. s. 46, 55—80 (1939); dies. Zbl. 22, 329] untersucht. Verf. erledigt nun 
auch diese Frage für die Reihe (2), indem er entsprechend dem von Bosanquet für 
die Reihe (1) gewonnenen Ergebnis zeigt: Die notwendige und hinreichende Bedingung, 
für die absolute C-Summierbarkeit der Reihe (2) besteht darin, daß die durch die 
linke Seite von (II) definierte Funktion für genügend große & in (0, x) schwankungs- 
beschränkt ist. Es werden wieder Sätze bewiesen, die eine präzise Beziehung zwischen 
der Ordnung der Summierbarkeit und der Zahl & in (II) geben. F. Lösch (Rostock). 


Q, C08 (nz +p 3) + b,sin (nz +p 3) der Fourierreihe (1) wurde von 


Spezielle Funktionen : 


Fleteher, Alan: A table of complete elliptie integrals. Philos. Mag., VIII. s. 30, 
516-519 (1940). 

Verf. gibt eine zehnstellige Tafel für die vollständigen elliptischen Integrale K 
und E und für das Gaußische arithmetisch-geometrische Mittel M(1,k’) mit k als 
Argument (also nicht wie bei den meisten Tafeln mit dem Argument & = arc sink 
oder k?). k geht dabei in Schritten von 0,01 von O0 bis 1. Über die Berechnung der 
Tafel wird kurz berichtet. Da sie als Grundlage für die Berechnung weiterer Tafeln 
gedacht ist, sind keine Vorkehrungen zur Erleichterung der Interpolation getroffen. 

Krafft (Marburg a. d.L.). 

Rosenhead, L.: Note on the expansion of the Jacobian elliptie funetions in powers 
of k® and 1—K2. J. London Math. Soc. 15, 7—10 (1940). 

Verf. gibt die ersten Glieder der Entwicklungen von sn (p, k), cn(p, k) und dn(9, k) 
sowie des elliptischen Integrals zweiter Gattung E(, k) nach Potenzen von k2 und 
nach Potenzen von k’?, ausgehend von der bekannten Entwicklung des Integrals erster 
Gattung nach Potenzen von k?. Krafft (Marburga.d.L.). 

Veen, 8. C. van: Stark konvergente Entwieklungen für die vollständigen elliptischen 
Integrale erster und zweiter Art. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 964973, 
1077—1084, 1198—1205 (1941); 45, 32—36 (1942). 

Für die vollständigen elliptischen Integrale 1. und 2. Art, nämlich 


—E 
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und 


wird gezeigt, daß sie in hypergeometrische Reihen transformiert werden können, welche 
rascher als die üblichen Theta-Reihen konvergieren, zudem rechnerisch einfacher zu 
handhaben sind. 1) Zunächst wird % reell angenommen, O<k<1l, k nicht in der 
Nähe von 1. Hilfsmittel: Landensche Transformation, arithmetisch-geometrisches 
Mittel von Gauß. 2) kA reell, O<=k<<1, kin der Nähe von 1. Hilfsmittel: Ein Satz 
von Gauß über die Gamma-Funktion (Werke III, S. 214f.). 3) Erweiterung der bis- 
herigen Verfahren auf das vollständige elliptische Integral 2. Art. Hilfsmittel: Landen- 
sche Transformation. 4) k beliebig komplex. K(k) und E(k) analytische Funktionen 
indervonk=-+1 bisk = +00 aufgeschlitzten rechten Halbebene. Transformationen 
auf den Einheitskreis. — Für reelles k verbürgt das Hauptglied der Entwicklung eine 
Genauigkeit auf 10, mitunter 19 Stellen. Kropp (Berlin). 

Veen, $. €. van: Über die Entwieklung der unvollständigen elliptischen Integrale 
erster und zweiter Art in stark konvergente Reihen. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 44, 1085—1091, 1206—1209 (1941); 45, 37—42 (1942). 

Verf. will für die unvollständigen elliptischen Integrale 1. und 2. Art 


ß 
F(sin«, ß) und Zi(sina, ß) - fi — sin?« - sin?pdo 
0 


— " u spannt 
i yl — sin?« - sin? 
so stark konvergierende Reihen entwickeln, daß für praktische Zwecke das Haupt- 
glied zumeist ausreicht. Er unterscheidet 3 Fälle: 1) & klein (nicht in der Sa von 3). 
ß beliebig. Hilfsmittel: Landensche Transformation. 2) & in der Nähe von > ‚ß klein. 
Hilfsmittel: Exponential- bzw. logarithmische Funktionen. 3) & und ß in Fi Nähe 
von >: Hilfsmittel: Hyperbel-Funktionen. Kropp (Berlin). 


Geronimus, J.: Sur quelques proprietes des polynömes orthogonaux gen6ralises. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 29, 5—8 (1940). 

Enonce de quelques th&oremes, dont la d&monstration est donnde dans le travail 
suivant. N.Obreschkoff (Sofia). 

Geronimus, J.: Sur quelques propriötes des polynomes orthogonaux göngralises. 
. Rec. math. Moscou, N.s. 9, 121—134 u. franz. Zusammenfassung 134—135 (1941) 


[Russisch]. 
L’au considere les a P„(z) orthogonaux relativement & la suite des 


nombres c„, n=1,2,3,. 
es A, DE 
a) SIP..) a) Rn & m, =M=#40, n=m, 


© &tant la fonctionnelle lineaire additive 2 
(2) St} = a, ©_ = % Art = are. rt (k=0, 12» BE), 


| -Il d&montre les rösultats suivants: Les polynomes P,(2) Bean: E1 l’equation aux 


ee 


differences finies 
anPn+2(2) = (m? + An+ı) Pn+ı(2) — 2041 (1 — la.) P; @), 


BL Po=2-0,r.0r= SEP 0.2 re 


inversement, des ögalites (2) oü |a„| # 1, rösulte (1). P,„(z) sont les denominateurs 


‚ ein. Nach dieser Vorbereitung wenden sie sich der obengenannten Differentialgleichung 
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des reduites successives de la fraction continue 


ad, P) 1 1777 2 
—y(l— —y(1-— la, |?) 
Ki) “06h ra [a |?) a laı| bar #05 
|y 15 a Se aı | a ag » n ’ 
Yy FR Y a, 
pP ;- P, re 

dont les numerateurs sont Reel! =ay"1+.--,n=1,2,3,.. 
Un cas particulier interessant s’obtient en posant dans (2) „=a,n=0,1,2,..., 
0<Jja|l<1. N.Obreschkoff (Sofia). 


Palamä, G.: Su alcune relazioni limiti relative a elassiei polinomi. Boll. Un. Mat. 
ital., II.s. 4, 99—109 (1942). 
Zwischen den Hermiteschen Polynomen H,„(x) und den Laguerre-Polynomen L”(z) 
besteht der Zusammenhang ( Kr +2) EN > 
. 201'2 z+m 
(1) H,„(x) —= Un! Im (az ri - Fr + A 


wobei unter m und k beliebige ganze Funktionen von a zu verstehen sind. (1) enthält 
insbesondere ein früheres Ergebnis von L. Toscano (dies. Zbl. 21, 311). Weiter wird 


bewiesen lim ( £3 Y ra+d (“} _ (rz—e)" 
Y x 


a>mno|\a n! 


mittels der Entwicklung von LP(x) und Stirlingscher Formel. Zwischen den durch 


(1 —- 20x + a?)""—=D)a"P”"(x) erklärten Gegenbauerschen Polynomen und H,„(z) 
0 


a 
besteht die Beziehung er _Ir 
in Er(2)) = A nu), 
und weiter ist . er 2x2 6-2)" 
Hase F ee Bi ) — "n! * Harald Geppert (Berlin). 


Erdelyi, A.: Some integral representations of the associated Legendre funetions. 
Philos. Mag., VIII. s. 30, 168—171 (1940). 

Für die Kugelfunktionen P7'(z) (in der Definition von Hobson) werden zwei 
Integraldarstellungen abgeleitet; die erste derselben enthält eine Reihe bekannter Dar- 
stellungen als Spezialfälle; die zweite, welche ihrerseits eine Verallgemeinerung der 
ersten ist, enthält ein Produkt verallgemeinerter hypergeometrischer Funktionen 
unter dem Integralzeichen. Die erste Integraldarstellung lautet: 


I (m + n)T (m --n)I'(o)(e — 194" PiZR ee) 
2-1 (m+a- 1) [te+6ojor-n-=(cins)?" "2 (5-" Ina) cor 
2). 2 dr en 5) vjgdt- 


Hierbei ist ,#, die hypergeometrische Funktion in der üblichen Schreibweise. 
W. Magnus (Berlin). 

Chu, L. J., and J. A. Stratton: Elliptie and spheroidal wave funetions. J. Math. 
Physics, Massachusetts Inst. Technol. 20, 259—309 (1941). 

Verff. behandeln zunächst die Transformation der skalaren sowie der Vektor- 
Wellengleichung auf Koordinaten, welche zu Rotationsellipsoiden gehören. Nach Tren- 
nung der Variablen gelangen sie zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 
im Grenzfall einer Kugel durch Besselsche Funktionen halbzahliger Ordnung und im 
Grenzfall der Frequenz Null durch Gegenbauersche Funktionen gelöst werden kann. 
Letztere Funktionen können durch Kugelfunktionen erster und zweiter Art aus- 
gedrückt werden und Verff. stellen die betreffende Formel sowie die Beziehungen 
zwischen den Gegenbauerschen Funktionen verschiedener Ordnung und die Ausdrücke 
für diese Funktionen als hypergeometrische Reihen zusammen. Sie gehen insbesondere 
auf diese Funktionen für die gesamte Ellipsoidoberfläche und für die halbe Oberfläche 
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der Sphäroidfunktionen zu und lösen diese Differentialgleichung für den Fall eines 
großen Abstandes vom Ellipsoidzentrum durch eine unendliche Reihe Besselscher 
Funktionen. Sie definieren insgesamt in dieser Weise acht verschiedene Sphäroid- 
funktionen. Für kleine Abstände vom Ellipsoidzentrum lösen sie die Differential- 
gleichung durch eine unendliche Reihe Gegenbauerscher Funktionen und definieren 
ebenfalls acht verschiedene Lösungen. Sie wenden sich dann der Berechnung der 
Koeffizienten und der Eigenwerte zu, welche zu den obengenannten Reihen gehören. 
Diese Berechnung führt auf Kettenbrüche. Es zeigt sich, daß die Mathieuschen Funk- 
tionen einen Sonderfall der genannten Sphäroidfunktionen bilden, und die genannten 
Reihen führen demnach auch auf Lösungen der Mathieuschen Differentialgleichung, 
wie Verff. ausführen. Zur analytischen Verknüpfung der acht genannten Sphäroid- 
funktionen in jedem Bereich gehen Verff. von den Potenzreihen der zur Darstellung 
verwendeten Besselschen und Gegenbauerschen Funktionen aus und erhalten Potenz- 
reihen für die Sphäroidfunktionen. Mit Hilfe dieser Reihen gelingt es, Beziehungen 
zwischen den verschiedenen Sphäroidfunktionen aufzustellen und die Konstanten in 
den betreffenden Gleichungen zu berechnen. Verff. stellen alle diese Beziehungen für 
die Sphäroidfunktionen übersichtlich zusammen. Dann wenden sie sich ausführlich 
der Berechnung der Mathieuschen Funktionen aus den genannten Reihenausdrücken 
zu und betrachten hierbei sämtliche Klassen ganzzahliger Ordnung sowie die Mathieu- 
schen Funktionen halbzahliger Ordnung. Im nächsten Abschnitt werden die von den 
Verff. aufgestellten allgemeinen Sphäroidfunktionen auf das gestreckte Rotations- 
ellipsoid angewandt. Analoge Formeln werden für das abgeplattete Rotationsellipsoid 
angegeben. Endlich stellen sie noch die erhaltenen Formeln für die Mathieuschen 
Funktionen zusammen. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 


Meijer, €. S.: Multiplikationstheoreme für die Funktion @7,’, (2). Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 44, 1062—1070 (1941). 
Die Funktionen 67-7 (7 = n=7 3) sind definiert durch 
m " 1 2" ZU q 
ı | Zr&-wura+-a) 
= nn 


rar alba lt: 
>= t It 4 — B)IITa —b,) 1+5,—b,, &.14+b,—b,; (—1)"+"+P2) 


wobei z#0,0<n=<zp<g, 1=m=g vorausgesetzt wird, der Stern in der hyper- 
geometrischen Funktion bedeutet, daß der Term 1 + 5, — b„ wegzulassen ist, und 
,—bfürrj&hj=]l..,m; h=]1,...,m keine ganze Zahl und a, — 5, für 
j=1l,..„n;h=]1,...,m von den Zahlen 1, 2,3,... verschieden sein soll. Es gelten 
die Multiplikationstheoreme: 


oo 


Ay... p\ _ Er gr (w gain le sach ) 
ae 2 r! A rt busbas...., bg 


(A —1|<1; wenn m=1 ist, kann A beliebig sein), 
Gy ar Oh (a 1y EN 
he ED r! Gun  \w 
(mn<g .|a-1|<]) 
413 ».+5 177 | < 23 3) Mm, N —r +4, Ben 
Seel ( 1)” N 
r=0 


(n>1, Realteil von A>4), 


1-dgmn (7 er 


Q1, ..:, ) 
bi» on. be3i; Tr +b, 


Am (2 w 


Pe Es (7 w 
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Gy... %p-15 
bi» aD 


Ma) _ STIL I fgmn 
a) - Da ıYonz(w 
r=0 
(n<p, Realteil von A>}). 


Da die G-Funktionen zahlreiche bekannte Funktionen als Spezialfälle enthalten, liefern 
diese Sätze u.a. Multiplikationstheoreme für die Whittakerschen und verwandte 
Funktionen. Es ist nämlich z. B.: 


Al-angmn (2 w 


Er 1+%k 
et2M;.m(z) = I'(1 + 2m)T'(4 + kmh: 1-+m, Be 
DR: TÜ+2m) , 1-k 
oz} le 3+m, ner 


en) = Ge 


1—k ) 
4 + Mm, 4 ei, j 
Für die Struvesche Funktion wird: 
l+»v 


1 2 
H,() = @U5 4 l+v v Zu 5 
2 ’2°"23)/ W. Magnus (Berlin). 


’ 


Funktionentheorie: 


@ Levinson, Norman: Gap and density theorems. (Amer. Math. Soc. Collog. 
Publ. Vol. 20.) New York: Amer. Math. Soc. 1941. VIII, 246 pag. 

Mandelbrojt, S.: Sur un th&or&me de M. Whittaker. Bull. Soc. Math. France 69, 
Fasc. 1/4, 1—2 (1941). 

Ein von J. M. Whittaker [J. London Math. Soc. 13, 295—301 (1938); dies. Zbl. 
19, 417] angegebenes Seitenstück zu einem früheren Satze des Verf. [Rice Inst. Pamphl. 
14, Nr 4, 223—352, insbes. 262—263 (1927)] wird durch Ausbau der Whittakerschen 
Beweismethode wie folgt verschärft. Das Funktionselement f(z) =?) a,,2’ besitze 
auf seinem Konvergenzkreis vom Radius 1 genau K isolierte, nicht-kritische Singulari- 
täten, die alle auf einem Bogen der Länge & liegen. Wird zu einer ganzen Zahl p<2r«-! 
unter u die Folge derjenigen A, verstanden, die der Kongruenz A, = p (mod [2x 1]) 
genügen, so ist imn -1uP < Kf2n«a-!]. Meyer-König (Stuttgart). 

Rios, Sixto: Vorträge über Folgen analytischer Funktionen und ihre Anwendun- 
gen. 1/2. Rev. Acad Ci. exact. Madrid 34, 291—316 (1940); 35, 5—31 (1941) 
[Spanisch]. 

In den beiden Schriften werden einige der neueren Forschungsergebnisse der 
Funktionentheorie stark referierend dem spanischen Leserkreise unterbreitet. Für 
einige der Hauptpunkte finden sich auch die Beweise, im wesentlichen in bekannten 
Fassungen: Normalscharen bis zum abc-Kriterium, Beweis über die Blochsche Hilfs- 
funktion, Satz von Bloch, Hinweis auf neuere Kriterien. Ostrowskis Untersuchungen 
zur Fortsetzung der Konvergenz, Maximale Gebiete gleichmäßiger Konvergenz, Über- 
konvergenz. Blochscher Weg zum Picardschen und Schottkyschen Satz. Irreguläre 
Punkte, normale und quasinormale Scharen regulärer und meromorpher Funktionen; 
Juliasche Richtungen und Ausnahmefunktionen; Beziehungen zu Singularitäten asso- 
ziierter Potenzreihen. Zu H. Bohrs Beispiel einer ganzen Funktion, die „außerhalb 
eines Weges“ überall nach O strebt. — Konforme Abbildung, Riemannscher Abbil- 
dungssatz, Abbildung mehrfach zusammenhängender Gebiete. Ränderzuordnung bei 
einfachem Zusammenhang. Ullrich (Gießen). 

Biggeri, Carlos: Ein neuer allgemeiner Beweis des zweiten Satzes von Picard. 
An. Soc. Ci. Argent. 132, 78—79 (1941) [Spanisch]. 

Variante zum Nachweis, daß die Blochsche Hilfsfunktion in der isolierten Singu- 
larität regulär sein muß, im Anschluß an die von Dassen veröffentlichten Briefe 
des Verf. [An. Soc. Ci. Argent. 181, 4—15 (1941); vgl. dies. Zbl. 24, 420]. Ullrich. 
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Shah, S. M.: A theorem on integral functions of integral order. J. London Math. 
Soc. 15, 23—31 (1940). 

L’A. demontre pour des fonctions entieres d’ordre entier une proposition qui com- 
plete un r&sultat connu relatif & l’ordre non entier [voir Valiron, Lectures on the 
general theory of integral functions. Cambridge 1923, et Pölya, Math. Ann. 88, 169 
& 183 (1923)]. Il prouve que: (2) &tant un produit canonique d’ordre entier positif 
et de genre &gal & l’ordre, M(r) le maximun de |/(e)| pour |z| =, n(r) lenombre 
des zeros de /(z) dans le cercle |2|<r, on a lim en = (0 pourvu que Ö(x) soit 

r=o 
une fonction positive continue non decroissante de la variable reelle x pour >, 


oo 
d : - ano : R 
telle que f ie converge. La demonstration utilise certains des resultats de Pölya 
& 


(memoire cite). La proposition est &tendue au cas des fonctions d’ordre nul [comp. 
Valiron and Collingwood, J. London Math. Soc. 4, 210—213 (1929)]; ’A. montre 
aussi que l’hypoth&se sur la convergence de Pintögrale portant sur D(x) n’est pas 
essentielle. @. Valiron (Paris). 

Rauch, A.: Sur les direetions de Borel des fonetions entieres de la elasse de divergence 
de P’ordre @. Bull. Sci. math., II.s. 65, 219—224 (1941). 

Die Borelschen Richtungen einer ganzen Funktion f(z2) = w' von der Divergenz- 
klasse der Ordnung 0 werden quantitativ mit Hilfe der bekannten Wertverteilungs- 
größen faßbar. Verf. betrachtet insbesondere für k>o als Maße für Anzahl der 
a-Stellen a,a,..., bzw. die Anschmiegung an oo längs des Strahls # die Ausdrücke 


. 1 r dr 
0 Irene näi 


5 f + - dr fa dr 
I(6) in (Bien Fmenzil 


die Summe wird nur über die a-Stellen eines beliebig engen Winkelraums d + 8,e—>0 
erstreckt. Nur solche Borelrichtungen 0, werden studiert, für die 8, = S(6,) > 0 wird ; 
das sei nur für endlich viele 6, der Fall. Dann gilt in Ergänzung einer Aussage 
von Valiron I) S(0,)=0?. Es wird eine Anzahl von Gleichungen angegeben, welche 
die Werte von /(6) für diese 0, und die Symmetralen $(6, + 6,,,) zwischen ihnen 
verknüpfen (mit trig. Funktionen von 0,,, — 6,). Ferner wird gezeigt, daß 


278(0) = (0, +0) — 7, — 0) 
ist. o =} spielt wie immer eine Sonderrolle. — Vgl. auch Verf., dies. Zbl. 18, 223; 
20, 235 und Valiron, dies. Zbl.1, 21; 2, 402; 3, 263, sowie Opuscula math. Andreae 
‚ Wiman dedicata, Upsala 1930. Egon Ullrich (Gießen). 

Joh, Kenzo: Theorems on „sehlieht“ functions. 5. On the coeffiecient problem. 
Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 23, 409—423 (1941). 

Unter Fortführung von Löwners Methoden bei seinem Beweis für |a,|<3 und 
von Peschls Gedanken der Iteration von Schlitzabbildungen zur Annäherung an be- 
liebige schlichte Abbildungen des Einheitskreises beweist Verf. 

,|<4. 


Der Beweis bietet den Ansatz zur vollständigen Induktion und daher einen Weg zum 


“Nachweis der Bieberbachschen Vermutung |a,|<n auch im allgemeinen Falle; die 
Durchführung dieser Induktion ist aber noch nicht gegeben: es stellt sich noch 
eine Barre formaler und noch nicht übersichtlich geordneter Rechnungen vor das lang 
umworbene Ziel. — Nach mündlichem Bericht von Herrn Sierpiäski an den Ref. 
(im Jänner 1939) hatte damals dessen Schüler Charzynski | |< n allgemein auf 
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dem Löwnerschen Gedanken aufbauend bewiesen. Diese Arbeit (Dissertation) scheint 
bisher unveröffentlicht. Die wissensehaftliche Aussprache mit Charzynski selbst 
machte dem Ref. wahrscheinlich, daß dieser Beweis gelungen sei; Näheres war damals 
nicht zu erhalten. Egon Ullrich (Gießen). 


Kobori, Akira: Sur les fonetions multivalentes. Proc. phys.-math. Soc. Jap., II. s. 
23, 423—431 (1941). 

Es werden einige Funktionenklassen erklärt: /(2) = 2?+ a,,12?*'+ --- seiregulär 
im Einheitskreis & |2|<1 und bilde ihn in ein p-blättriges Sterngebiet ab (Klasse E,); 


h(2) — /j«@) —1-2+ -:- bilde & schlicht und konvex ab, f(z) wird dann p-wertig 
und zur Klasse C, genommen. Ist endlich h(z) schlicht in €, so auch auf einem (nach 
Grunsky bekannten) Teilkreis sternig; diese f(z) bilden die Klasse U,. Für diese 
Klassen werden einschlägige Sätze bekannter Struktur übertragen und ausgewertet. 


Egon Ullrich (Gießen). 


Wolit, J.: Inögalites remplies par les fonetions univalentes. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 44, 956—963 (1941). 

Woltt, J.: Inögalit6s remplies par les fonetions univalentes. Errata. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 44, 1163 (1941). 

Eine Reihe von sehr interessanten geometrisch-analytischen Folgerungen für das 
Randverhalten bei schlichter und beschränkter Abbildung ergibt sich durch 
Benutzung des Koebeschen Verzerrungssatzes zusammen mit i [ I/(@)’do <@; 
diese Ungleichung wird mittels der Schwarzschen Ungleichung zur Geltung gebracht. 
Die Aussagen beziehen sich auf die Länge der Bildbögen: für |z| = r, für Strecken, 
die in z= e!? münden bzw. für allgemeinere Kurven, die tangential münden. Sie 
berühren sich z. T. mit Ergebnissen von Denjoy, sind aber einfacher zugänglich 
und z. T. sogar schärfer. Vgl. dies. Zbl. 25, 259—260 sowie das nachsteh. Ref. 

Egon Ullrich (Gießen). 


Denjoy, Arnaud: Reprösentation conforme des aires limitees par des continus 
eyeliques. C. R. Acad. Sci., Paris 213, 975—977 (1941). 

In Fortsetzung seiner Untersuchungen über das Randverhalten bei schlichter 
Abbildung des Einheitskreises zeigt der Verf. einige neue geometrische Auswirkungen 
der gleichmäßigen Konvergenz der schlichten Potenzreihe auf dem Rande z= e'”: so 
ist sie notwendig und hinreichend, damit der Rand w=w(ei?) = »(d) des Bildgebiets 
ein zyklisches Kontinuum sei: vgl. für diesen Begriff dies. Zbl. 7, 329; 8, 86. 

Ullrich (Gießen). 

Dufresnoy, Jacques: Sur les fonetions m&romorphes ä earaeteristique bornde. ©. R. 
Acad. Sci., Paris 213, 393—395 (1941). 

Die Aussagen von Denjoy über meromorphe Funktionen im Einheitskreis (vgl. 
dies. Zbl. 25, 259—260, I—IV sowie das vorstehende Referat) bestehen unter all- 
gemeineren Annahmen. Verf. bemerkt erst, daß es genügt, S(r) (vgl. nachstehendes 
Referat) für r —1 beschränkt anzunehmen. Das ist noch enger als Nevanlinnas Vor- 


1 
aussetzung der Beschränktartigkeit, 7(r)=0O(1),d.i. hier gleichbedeutend mit: [ S(r)dr 
konvergiert. Verf. bemerkt aber, daß auch schon die Konvergenz von 


1 
f un [ Sea — | 
‚für 0<ö<.1 hinreicht. Egon Ullrich (Gießen). 


Dufresnoy, Jaeques: Sur l’aire spherique deerite par les valeurs d’une fonetion mero- 
morphe. Bull. Sci. math., II. s. 65, 214—219 (1941). 

Die meromorphe Funktion w = f(z) erzeugt als Bild von |2|<r über der Rie- 
mannschen Einheits-w-Kugel ein Flächenstück ®,, dessen Inhalt mit 4%,8 (r) bezeichnet 
sei, während 4z0(r) den Inhalt des von ®, überdeckten Kugelstücks bedeute. Ist 
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S,=S(r,) <1, so gilt für S=S(r), r<r, 
8 BES: 


ea 


en ö L 170)| 18 
AISSnI-N, und für r—V 


I+ OR" rR1I-S 
und eine gleichlautende, aber wesentlich schärfere Formel für o an Stelle von 8; Gleich- 
heit tritt bei einer linearen Funktion ein. Verschwindet die erste Kugelableitung und gilt 
RL. & 17” (0)| 
1+770p 9 v»=1l,..:,n—1, aber I+ op r% 

so kann auch daraus eine untere Schätzung von o, gewonnen werden; eine Verall- 
gemeinerung gilt auch ohne Annahmen über das Verschwinden für v<n. Diese 
Schätzungen sind von der richtigen Größenordnung in r, und o,, enthalten aber noch 
Unschärfen. — Eine Arbeit über die Auswirkungen dieser interessanten Schätzungen 
wird angekündigt. Egon Ullrich (Gießen). 

Ferrand, Jacqueline: Sur les fonetions holomorphes ou möromorphes dans une 
eouronne. C. R. Acad. Sci., Paris 214, 50—52 (1942). 
- Soit w=f(z) une fonction holomorphe dans e< |2|< 1. Lorsque 2 deerit 
e<|z|<r, les valeurs w de la fonction decrivent une surface de Riemann d’aire S(r). 
On considere en outre deux fonctions continues et positives, l’une h(r) croissante, 


1 
Y’autre @(r) telle que f op(r)dS(r) < oo, satisfaisant de plus & certaines conditions de 
regularite. — L’au. d&montre que, si |a| =1, 


ET TE EEE lossue |z|]|=r->1, 


sauf peut-£tre pour certains points a formant un ensemble de A-mesure nulle. — Appli- 
cation a l’&tude de courbes du plan des z dont les transform£&es dans le plan des w sont 
rectifiables. — Extension aux fonctions möromorphes. J. Dufresnoy. 

Ferrand, Jacqueline: Sur la representation conforme. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 
250253 (1942). 

Soit /(z) une fonction holomorphe dans Oo<xr<x, (?=x-+iy). On designe 
par A(o, a) la longueur de la courbe transformee par w — f(z) de la demi-circonference 
z>0,|z—-.al=o. L’au. demontre que, pour tout a, A(o,a) tend vers 0 quand E 
tend vers O0 en &vitant un ensemble de valeurs exceptionnelles. — Applications aux 
fonctions f(z) univalentes: 1° l’ensemble E des points de = 0 ayant pour images 
des bouts premiers sans points accessibles est de longueur logarithmique nulle relative- . 
ment & tout point de 2= 0; 2° lorsque 2 tend angulairement vers a, f(z) n’a pour 
limites que les points principaux du bout premier correspondant & 2= a; ä condition 
d’exclure certains a exceptionnels, ce r&sultat subsiste lorsque z tend vers a dans des 
conditions moins restrictives. J. Dufresnoy (Bordeaux). 

Leja, F.: Une methode de construction de la fonetion de Green des domaines plans 
queleongues. Ann. Acad. Sci. Techn., Varsovie 5, 100—114 (1938). 

Verallgemeinerungen mehrerer Arbeiten des Verf. (siehe Schluß des Referats). 
Sei F eine abgeschlossene, beschränkte Punktmenge und p(2) ein beliebiges festes 
Polynom ungleich 0 auf F. Auf Fsil={£,,...,6.} ein Satz von n + 1 Punkten, 
V(£) das Produkt über alle Abstände zwischen den Z,, und n ein solcher &-Satz auf F, 


für den V(£): hi |»(£,)® zum Maximum wird (n hängt natürlich von n ab); die 7, 
0 


seien noch passend numeriert [|r.(70)| < |r;(n,)|]: mit @(@) = (« — no)... (2 — nn) sei 
„4. .@l) 2 ro@ _ Fa @=- m) @= Mm) 
en A rel nn 
Diese Folge R,(z) wird für n — oo bei verschiedenen Annahmen über p(z) und F ein- 
gehend auf Extremaleigenschaften und Konvergenzverhalten untersucht. — Bezeichne 
DÖ(z, &) die zu R, analoge Bildung bei festem n, beliebigem Z-Satz auf Fund Z, statt 74. 
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Dann wird für die Extremalfunktionen 
P,(2) ="fin max®X)(z, £) 
er 


die Ungleichung ®,;+(2) > D,(2) - D;(z) nachgewiesen und, wenn F positiven trans- 


finiten Durchmesser zeigt, die Konvergenz von Y®„(z2)> ®(z) für alle z, wo p(z) #0 
ist. Für ®®(z;n) = Y,„(2) [also bezogen auf den eingangs gekennzeichneten Extremal- 
satz n und 7.) findet man gleichmäßige Konvergenz innerhalb des Komplements 
der Vereinigung von F und der Nullstellen von p(z). — Endlich wird der Zusammen- 
hang mit der Greenschen Funktion eines ein- oder mehrfach zusammenhängenden 
Gebiets D hergestellt. Dazu wird angenommen, daß jeder Punkt von Fin ein Teil- 
kontinuum von F eingebettet sei. z—= © soll nicht Randpunkt von D sein; p(z) ist 


jetzt linear (Nullstelle z, in D) oder konstant (z, = ®). Damit strebt log YP,(@) gegen 
die Greensche Funktion mit Pol z,. Sonderfälle sind schon früher vom Verf. be- 
handelt (dies. Zbl. 8, 115, 208; 10, 201; 18, 260; 21, 240). Ullrich (Gießen). 


Grunsky, Helmut: Über die konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender 
Bereiche auf mehrblättrige Kreise. 2. Abh. preuß. Akad. Wiss., Phys.-naturwiss. Kl. 
1941, 1—8 (Nr 11). 

Es wird ein neuer, sehr einfacher und übersichtlicher Beweis für den im Titel 
genannten Abbildungssatz gegeben; natürlich darf kein Randstück C, in einen Punkt 
ausarten. Beim Zusammenhang n +1 wird ein (n + 1)-blättriger Kreis, hier eine 
Halbebene Rw > 0 erzeugt. Von den verfügbaren n + 3 reellen Parametern werden 
n + 1.durch die Vorschrift festgelegt, welcher Punkt /, von C, nach w = oo übergehen 
soll; eine Streckung und eine Schiebung (rein imaginär) bleiben frei. — Die CO, können 
als analytische Kurven angenommen werden; die Z, sind dann einfache Pole, das 
Randverhalten der Abbildungsfunktion wird hinreichend überschaubar, um die ent- 
sprechende potentialtheoretische Randwertaufgabe zu lösen; dazu werden erst n+1 
harmonische Funktionen konstruiert, die auf © =”})C, die Randwerte 0 haben, doch 

1 

2—L[, 
Linearkombination löst die allgemeine Aufgabe. Die Ergänzung zu einer analytischen 
Funktion ergibt erst Perioden längs aller C,, die aber hier durch Lösung eines linearen 
Gleichungssystems zum Verschwinden gebracht werden können (die Perioden erfüllen 
die Voraussetzungen eines Determinantensatzes von Minkowski): diese analytische 
Funktion leistet die erwünschte Abbildung. — In einer früheren Arbeit zum Gegen- 
stande (dies. Zbl. 16, 267) war ein nichtlineares System zur Tilgung der Perioden zu 
behandeln gewesen. Ullrich (Gießen). 


verhalten. 


bei Annäherung an ein /, aus dem Gebietsinneren sich singulär wie R 


Lelong, Pierre: Sur certaines fonetions multiformes. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 
53—54 (1942). 

Erweiterung früherer Ergebnisse des Verf. (siehe dies. Zbl. 26, 15). Es werden 
nunmehr mehrdeutige analytische Funktionen y(x) betrachtet, die implizit in der 
ganzen x-Ebene durch eine Relation f(x, y) = 0, f(x, y) analytisch für |x| < oo und y 
aus einem Bereiche D der y-Ebene, gegeben sind. Verschwindet /(z,.a) für |e|<oo- 
nicht, so heißt a ein Ausnahmewert von y(x). Die Menge E der Ausnahmewerte in D 
ist vom Maße Null. Es werden feinere Aussagen über Z angekündigt, wenn /(z, y) 
von endlicher Ordnung in bezug auf x in D ist. Insbesondere ist Z abzählbar und 
besitzt keinen Häufungspunkt im Innern von D. Behnke (Münster i. W.). 


_ Giambelli, Giovanni: Esempi di funzioni di n variabili eomplesse. Atti Accad. 
Peloritana Messina 42, 111—129 (1940). 
Elementare Einführung in die analytischen Funktionen mehrerer Veränderlichen 
(Cauchyscher Integralsatz, Taylorsche und Laurentsche Reihe, Singularitäten). Im 
Gegensatz zur gesamten neuen Literatur, auf die nicht Bezug genommen wird, wird 
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als abgeschlossener Raum der Veränderlichen 2,,...,2„ das topologische Produkt 
der n abgeschlossenen Ebenen betrachtet. Behnke (Münster i. W.). 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Maass, Hans: Über eine Metrik im Siegelschen Halbraum. Math. Ann. 118, 312—318 
(1942). 

In zwei Arbeiten [Proc. Imp. Acad. Jap. 16, 367—372, 373—377 (1940); dies. 
Zbl. 24, 109] hat M. Sugawara als Verallgemeinerung der hyperbolischen Metrik der 
Halbebene (bzw. des Einheitskreises) zwei verschiedene Metriken des Bereiches W=W’, 


E— W'W>0 angegeben. Dieser Bereich entsteht durch die Transformation 

= (Z — sE)(Z + iE)-!aus dem Siegelschen Halbraum der symmetrischen n-reihigen 
Matrizen Z=Z'=X-+1iY, Y>0. Für die eine Maßbestimmung benutzte er das 
Linienelement ds®= Sp(dW(E — WW)-1dW(E — WW)-1), für die andere die In- 
varianz des Doppelverhältnisses. Hier sind jedoch, wie Verf. bemerkt, die geodätischen. 
Linien nicht eindeutig bestimmt. Verf. geht aus von dem Linienelement (des Siegel- 
schen Halbraumes 9 selbst): ee SplazY-!azY-ı) , 


Es ist gegenüber reellen Substitutionen invariant und gestattet, zu zwei Punkten 
21,2, CH eine kürzeste Verbindungslinie zu charakterisieren. Durch eine unitäre 
Transformation der zugehörigen Matrizen W,, W, können nämlich Z,, Z, auf die ein- 
deutig bestimmte Gestalt Z, = iE, Z, = iD = i(ö,,d,) transformiert werden (d, reell), 
und Verf. zeigt, daß die Parameterdarstellung Z(t) = (z,,(t) + iy„,(t)) der kürzesten 
Verbindungslinie durch z,,(t) = 0, Yu,(t) = Öu,d, gegeben ist ((<t=1). Als Ent- 
fernung zweier beliebiger Z,, Z, ergibt sich allgemeiner als bei der zweiten Maß- 
bestimmung von Sugawara 


Ar >> (108 ie) 


v=1 


Die 42 sind die charakteristischen Wurzeln von (Z,—Z,) ve —Z Zus z [23 =) (z, —Z A 
E. Schulenberg (Berlin). 


Fröchet, Maurice: Les fonetions asymptotiquement presque-p£riodiques continues. 
C. R. Acad. Sci., Paris 213, 520—522 (1941). 

Eine Funktion f(t) heißt asymptotisch fastperiodisch (as. fp.) (für 2—> oo), 
_ wenn f(t) = p(t) + w(f) ist, wo p(t) im Bohrschen Sinne fastperiodisch und @(t) stetig 
_ mit  —0 für {oo ist. Eine etwas weitere Klasse von Funktionen tritt in der 
Ergodentheorie auf. Die as. fp. Funktionen lassen sich in äquivalenter Weise direkt 
; durch Fastperiodizitätseigenschaften oder durch eine Normalitätseigenschaft defi- 
' nieren, ganz analog wie die Bohrschen Funktionen. Natürlich spielt t > +oo mit in 
"diese Definitionen hinein. Weitere bekannte Eigenschaften der Bohrschen Funktionen 
‚ werden mutatis mutandis auf die as. fp. Funktionen übertragen. E. Hopf (Leipzig). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 
a TE EEE 


Pompeiu, D.: Sur lP’&quation difförentielle lineaire du premier ordres_ Bull. Sci. 


Ecole polytechn. Timisoara 10, 203—204 (1941). 
Durch die Familie der Lösungskurven der Gleichung Y+ Je +g(@)=0 
sind F ne u ?(x), q(x) eindeutig bestimmt. Sind u,, u, partikuläre Lösungen 


| von MS* N, y+Pu +0=0, so lautet das enains N u)Y(v) 
mit willkrlicher Funktion @ und v als Lösung von m + Ns — = 0; löst man auf: 


Pl) =au + b, so ist MZE+NG = ap, 4, ng. 
Harald Geppert (Berlin). 


TR 
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Trevisan, Giorgio: Teoremi di unieitä e eonfronto per problemi relativi a sistemi 
di due equazioni differenziali ordinarie del primo ordine. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 
12, 12—21 (1941). 

Verf. betrachtet das System (1) y=f(z, y,z), ?=g(z, y,2), wo f und gin dem 
Streifen 8: -e<a<xs<sb<+tm, |y<+m, |z|<-+oo reell und stetig 
sind. Wenn 1) f(x, y,2) bez. z wächst (oder auch in y und z nicht abnimmt), und 
2) g(x, y,2) bez. y wächst und bez. z einer Lipschitz-Bedingung genügt, dann läßt 
das System (1) höchstens eine Lösung zu, die den Randbedingungen 
(2) z(a)=2%,, y(b) = y, mit vorgegebenen Konstanten z,, % 


oder den beiden anderen Bedingungen 
b 
N y)Jdae=K, z(a)=z, (K und 2, vorgegebene Konstanten) 
a 


genügt. Es folgen Vergleichskriterien für die Lösungen zweier Systeme vom Typus (1), 
die Randbedingungen vom Typus (2) genügen. Giovannı Sansone (Firenze). 

Seorza Dragoni, Giuseppe: Teoremi di unieitä relativi a un problema al contorno 
per un sistema di due equazioni differenziali, ordinarie, del primo ordine. Rend. Semin. 
mat. Univ. 12, 30—50 (1941). 

Verf. nimmt das Randwertproblem des Systems (1) y’=f(z, y, z), ?=g(2, y, 2) 
wieder auf, das schon von seinem Schüler Trevisan (siehe vorsteh. Referat) betrachtet 
wurde. Er setzt voraus, daß f und g in dem Streifen S: —o<a<r<b<+m, 
|y|<+®, |z| < + 00 definiert, bez. x meßbar und in (y,z) stetig seien, und daß 


nz ia yo) <K@), |g@ y2)|<Kle) 
gilt, wobei K(x) in (a, b) summierbar ist. Er beweist, daß das System 
(2) y(@) = a + [He yl), zi))dt, 2a) = P + /ot y(t), z(t))dt, 


wo & und ß gegebene Zahlen sind, mindestens eine Lösung hat. Diese Lösung 
ist eindeutig, wenn 1) f(x, y, 2) bez. z. und g(z, y, z) bez. y nicht abnehmen, 
2) f(z, y,2) bez. y und g(x, %, 2) bez. z einer verallgemeinerten Lipschitz-Bedingung 
I|f(®, 9, 2) — f(®, 9, 2)| <h(x)|y — Y|, wo h(x) in (a, ) summierbar ist; entspre- 
chend für g und 2] genügen. — Verf. gibt noch weitere Existenz- und Eindeutigkeits- 
sätze für das System (2), die in eleganter und symmetrischer Weise den ge- 
nannten Satz ergänzen. Giovannı Sansone (Firenze). \ 

Kamke, E.: Über Sturms Vergleichssätze für homogene lineare Differentialgleiehun- 
gen zweiter Ordnung und Systeme von zwei Differentialgleiehungen erster Ordnung. 
Math. Z. 47, 788—795 (1942). 

Verf. zeigt, daß die Sturmschen Vergleichssätze für das Differentialsystem 
(1) Y=Py+0Qz, !=Ry+Sz mit in a<r=b stetigen P(x),...S(x) durch die schon 
von Prüfer [Math. Ann. 95, 499 (1926)] benutzte Transformation (2) y=Co(z) sind(z), 
2=(o(x)cos®(x) trivial werden. Dann geht nämlich (1) über in 


o(2) = ezp/[P sind + 4(Q + R)sin29 + Scos?d]dz, 


(3) V (x) = Qcos?9 + (P — S)sind cos#® — Rsin?# iX 

mit gegebenem #(a) = &,0 < x <.; die Lösung von (3) werde mit 9(z, &) bezeichnet, 
sie ist in ganz (a, b) eindeutig; es ist daher (2, x +7) =#(x,&) +, und durch- 
läuft & monoton wachsend ein Wertintervall der Länge 7, so tut 9(x,«&) an jeder 
festen Stelle © das gleiche. Betrachtet man zwei verschiedene Differentialgleichungen 
vom Typus (): 9%— A,cos®# + 2B,sindcos® + (0, sin?d =1,2) 
und ist in azı=b: ,>=A4, ,>0\,,.(4, — 4,)(0% —- C))>(B, — B,)?, (4) 
so gilt daselbst 9, (2, &) = d,(z, &), also 9,(z, &,) < d,(x, &,) für %, = %,; istin (4) 
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insbesondere B, (2)=B,(z), so kann dieGleichheitausgeschlossen und 9, (b, x.) <®,(b, &,) 
gefolgert werden. Dies enthält bereits die Vergleichssätze; für (1) umgeschrieben lauten 
sie in der Fassung von M. Böcher [Trans. Amer. Math. Soc. 1, 414-420 (1900)]: 
Es sina<r<sb0<Q, <Q,R>R,P,—8,=P,- 8, und y,, 2, bezeichne 
die Lösungen der entsprechenden Systeme (1); ferner sei entweder y,(a) =(0 oder 
Yı(a) ys(a) # 0, 2,(a)/yı(a)>2,(a)/y,(a). Dann gilt 1) y, hat in (a, b) mindestens so 
viele Nullstellen wie y,; sind x)’ die n-ten Nullstellen von y,, so gilt 2®?<x® und 
sogar 2? < xy), falls für mindestens ein x zwischen a und x entweder (5) 9,>Q,, 
IR + |R,|>0 oder R<R, ist; 2) haben y,, y ina<x<b gleich viele Null- 
stellen, gilt für mindestens ein z (5) und ist y,(b) ,(d)=F0, so ist z, (b)/yı(b)>2, (b)/ys(b). 
— Druckfehler: 8. 791 in (13) cos?® statt cos29, in (15) 9,(b, &,) statt 9,(b, &,). — 
Die Arbeit wurde bereits in Amer. Math. Monthly 46, 417—421 (1939) veröffentlicht. 
Harald Geppert (Berlin). 


Brainerd, J. @., and €. N. Weygandt: Solutions of Mathieu’s equation. 1. Philos. 
Mag., VIII. s. 30, 458—477 (1940). 

Für die Mathieusche Differentialgleichung in der Form (1) y’+e(1 + kcost)y=0 
werden diejenigen Lösungen g(?), h(t) bestimmt, für die g(0) = 1, g’(0) = 0; h(0) = 0, 
h(0)=1 ist; sie werden in der Form geschrieben g = u, cos(ut) — u, sin (ut), 

V = ha 
H = u, sin(ut) + u, cos(ut) E = os 
rein imaginär]; “,, % sind Funktionen mit der Periode 2x. Es wird dann gezeigt, 
daß die Funktionen g(f), u, gerade und A(t), u, ungerade um 2 =0 herum sind, u, ge- 
trade und w, ungerade um £=7 herum und 4h’(2r) = g(2r) ist; daran schließt sich 
eine Diskussion der vollständigen Lösungen der Gleichung (1). Weiterhin werden die 
Funktionen g, h, g’, h’, u,, U, für e=9 und k=0,9(u = 0,212) im Intervalle O<t<4r 
graphisch dargestellt. Auch die Bestimmung des charakteristischen Exponenten u 
und sein Zusammenhang mit &, k werden eingehend auseinander gesetzt und durch 
eine Tabelle erläutert. Zum Schluß werden für die Funktionen g, } Reihenentwicklungen 
nach Potenzen von £ gegeben und ihre Nullstellen (mit Tabellen) bestimmt. Volk. 


Cinquini, Silvio: Sopra i problemi di valori al contorno per equazioni integrodiffe- 
renziali. Ann. Mat. pura appl., IV.s. 20, 257—270 (1941). 
Verf. beweist einige Existenzsätze für die Lösungen der Integrodifferentialgleichung 


= IE y, y, [g(z, 2, y(2), y ae) 


_ mit den Randbedingungen y(z,) = Yo, Y(Xı) = Yı- Sie verallgemeinern andere Sätze, 
_ die derselbe Verf. (dies. Zbl. 21, 403) für die Gleichung y"’= f(x, y, y’) aufgestellt hat. 

’ C. Miranda (Torino). 
— Beke, E.: Über eine Funktional-Differential-Gleiehung. Mat. fiz. Lap. 48, 387—392 
‚u. dtsch. Zusammenfassung 392 (1941) [Ungarisch]. 

Die Formel sin2x = 2sinxcosz = 2sinz(sinz)’ legt die Frage nahe, alle ana- 
Iytischen Funktionen zu bestimmen, die sich in x = 0 regulär verhalten und die der 
Funktional-Differential-Gleichung f(2x) = 2/(x)f’(x) genügen. Es wird bewiesen, daß 

P7 


h(t), b= g(27) = cos(2rzu), u reell oder 


3 N + e . 5% Gere: N P 
die einzigen solchen Funktionen cz, c sin und ce 2° sind. Eine Gleichung von der 


Form f(Cz)=Cf(xz)f(x) kann im Falle C ++ +2 keine geraden Funktionen zur 
Lösung haben, und die einzigen ungeraden Lösungen sind die Funktionen cz. 
Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 


Silberstein, Ludwik: Solution of the equation f(x) = f(1/@). Philos. Mag., 
VIII. s. 30, 185186 (1940). 


On a f(x) = const(x” + a"), ou m= (1 _ iy3)/2, n ei (1 _ iy3)/2. 
‘Jean Leray (Paris). 
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Ghermaneseu, M. Michel: Sur une &quation fonetionnelle. Bull. Sci. Ecole poly- 
techn. Timisoara 10, 258—272 (1941). 
L’A. donne la solution generale de l’&quation fonctionnelle 
fin + k)f(n — k) — J?(n) = A(n) B""'(n) 
(/ foncetion inconnue; A et B fonctions donnees de p£riode k), et plus generalement 
de l’&quation fonctionnelle 


in + pk) in+p-1k) --- fin) 
Me N ee non 
re, er e 


L’A. &tudie ensuite les suites de polynomes en z, P„(z), on n>0, qui satisfont & 
l’equation fonctionnelle 

Pa+r(2) Pn-z(2) — Pr() = A(a) B""' (a) 
(k entier donne; A(x) et B(x) polynomes en x donnees). Il construit des formules 
de recurrence fournissant ces suites. Il etudie plus particulierement celles d’entre elles 
qui contiennent un polynome P,„(z) identiquement nul. J. Leray (Paris). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Kulk, W. van der: Zur Theorie der verallgemeinerten Pfaffsehen Gleichungen. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 26—31 (1942). 
Eine Gleichung von der Form F(&*; d,& ...d„E=l)=0,%x=]1,...,n, wobei # 


in den (7) Ausdrücken d,&l“ ...d„&*"] homogen ist, wird als eine verallgemeinerte 


Pfaffsche Gleichung bezeichnet. In der vorliegenden Arbeit teilt der Verf. die Grund- 
züge einer Theorie von Systemen solcher Gleichungen mit. Im Mittelpunkte steht 
ein Existenzsatz über diesbezügliche Integralmannigfaltigkeiten, der einen bekannten 
Satz von Cartan-Kähler, betreffend Systeme, die in den Ausdrücken d, El... d„&“m] 
linear sind, verallgemeinert. Der Beweis dieses Hauptsatzes wurde im Falle m = 2 
vom Verf. schon früher veröffentlicht (vgl. dies. Zbl. 25, 53, 178), für m > 2 soll er 
an,einer anderen Stelle erbracht werden. O. Borüuvka (Brünn). ’ 

Robinson, Lewis-Bayard: Un systöme de Riquier et le ealeul tensoriel. 2. Pt. 
Bull. Soc. Math. France 68, 129—133 (1940). 

Verf. betrachtet das System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
Y% + PaıYyı + Pie + KıYı + Gay = 0 und die Transformationsgruppe 


2 ge: 
k 4 
(MD y= I uam, PD, > aradne >, 2=i) (j=1,2;k=0,....m) 
i=1 i=1x=0 
Den Inhalt bildet die Bestimmung von Funktionen /,,...,I,;ı der Veränderlichen 
Yı> Ya» %:> Yo Pi» Piz» Tiz, die sich bei den Transformationen von 7 in folgender Weise 
5 


transformieren: ni = I) AT Aılır., La ae (Aus a. + Ara a) 
=0 


r! 


e 
(=1,...,r), wobei A;, das algebraische Komplement von &;,in der Determinante |,;| 
bedeutet. Für r = 2 ist dieses Problem bereits in einer früheren Arbeit des Verf. gelöst 
worden (vgl. dies. Zbl. 17, 228), und zwar durch Integration eines Riquierschen Systems 
von partiellen Differentialgleichungen. Diese Methode wird in der vorliegenden Arbeit 
auf den allgemeinen Fall ohne wesentliche Schwierigkeiten erweitert. O. Boruuka. 
Kerekjärtö, B. von: Über die dreigliedrigen integrierbaren Gruppen. Math. Ann. 
118, 365—378 (1942). 


Eine n-gliedrige kontinuierliche Gruppe G, heißt integrierbar, wenn sie eine 
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(n — 1)-gliedrige invariante Untergruppe @,_,, dieselbe eine (n — 1)-gliedrige in- 
variante Untergruppe @„_, besitzt usw. Jede eingliedrige und jede zweigliedrige kon- 
tinuierliche Gruppe ist integrierbar. In dieser Arbeit werden die dreigliedrigen inte- 
grierbaren Gruppen (weiter mit @, bezeichnet) näher untersucht. Zuerst wird bewiesen, 
daß G,; eine kommutative zw di invariante Gruppe (G,) enthält. Sodann wird 
gezeigt, daß @, das Produkt der Gruppe @, und einer eingliedrigen Gruppe ist. Mittels 
der expliziten De der zur Gruppe gehörigen Transformationen werden die 
sieben Typen der dreigliedrigen ; invarianten Gruppen bestimmt. Unter diesen Gruppen 
besitzen nur die Gruppen, welche mit der Gruppe der Bewegungen der euklidischen 
Ebene homöomorph sind, die Eigenschaft, daß sämtliche in ihr enthaltenen Abbil- 
dungen in der Ebene überall regulär sind. J. Haantjes (Amsterdam). 

Lahaye, Edm.: Sur Papplieation de la methode des approximations successives ä 
la resolution des @quations aux derivöes partielles lin&aires du seeond ordre. Bull. Acad. 
Roy. Belg., V.s. 27, 537—551 (1941). 

Verf. gibt zuerst die Lösung der partiellen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


E ö ou ou 
2 amt + Asa) Bau + + Bana)=0 
(A1,-. -, B„ sind Funktionen von z,,...,%,) in der Gestalt 
{2) u=F,(9;:--; On-ı) + Fallı, ..>, Yn-1) 
an, WO ®,1,...,%n-ı bestimmte Funktionen von 21, ..., &%; Fı, F, willkürliche Funk- 


tionen sind. Dann verallgemeinert er (1) auf die Gestalt 


n' n N 
3 2a] 
DD ap; + Dibip + ou=0, Bu B= 5, 
ut 1 

(a;;, dj, ec sind Funktionen von %,,..., %,), welche die Lösung 

(3) Ru. 4 a Bla u, 

zuläßt. Verf. gibt an, wie die llktrlichen Funktionen F,,F, bestimmt werden 
müssen, damit die Anfangsbedingungen von Cauchy erfüllt erden: Durch sukzessive 
 Approximation entwickelt Verf. mit Hilfe der Lösung (2) die Lösung (3), ohne die 
Konvergenz zu beweisen. Radl (Prag). 

Kostitzin, Vladimir A.: Sur Pöquation de la chaleur dans le cas d’une sphere 

| soumise ä des conditions speeiales. C. R. Acad. Sci., Paris 213, 972—974 (1941). 
| Verf. sucht die Temperatur u in einem Punkte P des Inneren einer Kugel oder 
auf ihr, wenn « an ihrer Oberfläche eine Randbedingung dritter Art erfüllt und zu 
Beginn eine gegebene Funktion des Ortes ist. Er findet w(P) als Unterschied zweier 
‚ dreifacher Integrale, deren Integranden außer den den Zustand am Rande und zu 
| Beginn kennzeichnenden Funktionen eine nach den Legendreschen Polynomen P,(cosy) 
fortschreitende Reihe £ enthalten, wo y den Winkel zwischen den Strahlen vom Mittel- 
\ punkte O der Kugel nach P und einem in ihr beweglichen Punkte bedeutet. Die Vor- 
zahlen von & sind bilineare Entwicklungen nach Besselschen Funktionen, die von 
OP=r abhängen. Koschmieder (Graz). 

Kostitzin, Vladimir A.: Sur P’equation generalisee de la ehaleur dans le cas d’une 
sphere. C, R. Acad. Sci., Paris 214, 47—49 (1942). 

Verf. überträgt die die Gen, m? Au = Ou/dt mit festem m betreffenden | 
Ergebnisse der vorstehend besprochenen Arbeit auf die allgemeinere Gleichung 
Au=L(r)(öu/öt) mit einer stetigen, nirgends verschwindenden Funktion L(r). In 
der Lösung treten statt: der Besselschen allgemeinere Orthogonalfunktionen auf. 

Koschmieder (Graz). 

Biben, Georges: Sur une extension de la methode des speetres & la möcanique 
ondulatoire relativiste de M. de Donder. C. R. Acad. Sci., Paris 213, 773—775 (1941). 

Die Integration der de Donderschen Gleichung (val. dies. Zbl. 28, 90) führt zur 
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Differentialgleichung A,p + k?p = 0, wo 9 komplex ist. Für die Eigenwerte von k? 
wird der folgende Satz bewiesen. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daßin einem Gebiet D eine Lösung der Gleichungen 4,9 + k?p=0und 4,9 +? p=0 
existiert, für die @ und 9 auf dem Rande von D verschwinden, ist, daß k? einem sta- 


tionären Wert des Quotienten [419, p)dr :[ppdr 


gleich ist, wo das Integral über D erstreckt werden muß. J. Haantjes. 
Roe, Glenn M.: Frequeney distribution of normal modes. J. acoust. Soc. Amer. 13, 
1—7 (1941). 


Verf: geht davon aus, daß der Nachhall eines Raumes grundsätzlich mit den Eigen- 
schwingungen zusammenhängt, wie Ref. früher gezeigt hat. Zur genauen Berechnung 
der Dämpfung dieser Eigenschwingungen ist es erforderlich, die asymptotische Ver- 
teilung der Eigenschwingungsfrequenzen zu kennen. Verf. betrachtet diese asympto- 
tische Verteilung für sechs Fälle: Parallelepiped, Zylinder, Kugel, Prisma, Halbzylinder 
und Halbkugel. Von diesen Fällen wählt er den Zylinder zur Berechnung der Dämp- 
fung aus. Hierbei nimmt er an den Wänden eine bestimmte Schalleitfähigkeit an 
und gelangt so zu Ausdrücken der Dämpfungsfaktoren der einzelnen Eigenschwingungen. 
Hierauf betrachtet er verschiedene Lagen der erregenden Schallquelle und berechnet 
für diese Lagen angenähert den Schalldruck im stationären Zustand sowie während 
der Nachhallzeit. Letzterer Ausdruck wird angenähert mit Hilfe von Gammafunk- 
tionen berechnet. Zum Schluß bemerkt Verf., wie diese Formeln auch für die anderen 
Raumgattungen aufgestellt werden könnten. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Wagner, Karl Willy: Die Theorie ungleiehförmiger Leitungen. Arch. Elektrotechn. 
36, 69—96 (1942). 

Für die Gleichungen der Doppelleitung (Telegraphengleichung) 

oV 0I 01 oV 
Fr } ne 0x = GV — C Fr ’ 
in der wie üblich V bzw. I Spannung bzw. Strom, x die Ortskoordinate, it die Zeit, 
R, L, 6, C bzw. Widerstand, Induktivität, Ableitung, Kapazität pro Längeneinheit 
bedeutet, wird bei gewissen Annahmen über die Ortsabhängigkeit der Größen R,L,6,C 


die erste Randwertaufgabe (7 =Wfürz=0 und r=]/,d.h. für Anfang und Ende 


der Leitung vorgegeben) vollständig gelöst. Allgemein wird zunächst R(x) = e,L(z), 
G(z) = 0,0(x) mit noch frei wählbaren Konstanten 0,, 0, angesetzt; der Ansatz der 
Trennung der Variablen: 


V=P+ Pe, I-—- re = ylae' 


führt dann für 9 auf die gewöhnliche Differentialgleichung 

1 d/1d 

C 27 ze) = (p+0)(P + 09)9, 
und aus dieser lassen sich mit Hilfe der Randbedingungen zunächst die Eigenwerte p 
und die zugehörigen Eigenlösungen 9 bestimmen, woraus sich sodann durch Reihen- 
entwicklungen nach Eigenlösungen auch Ausgleichsvorgänge behandeln lassen. Die 
Abschnitte 1 bis 5 der Arbeit enthalten die zur Ausführung dieses Programms not- 
wendigen allgemeinen Formeln; Abschnitt 6 behandelt dann sehr eingehend den 
speziellen Fall L=ZL,(1+Aa), O=(C,(l+Ax)-! (wobei Z,,C,,A Konstanten 
sind), welcher 9=(1+4x)Z, R (1+ ha) liefert, worin Z, eine beliebige Zylinder- 
funktion vom Index 1 und — m? = (p + 0,)(p + 0) Zu0, ist. Dieser Fall wird daher 
vom Verf. als „Besselsche Leitung“ bezeichnet; die erzwungenen Schwingungen werden 
in Abschnitt 7 untersucht, und es wird gezeigt, wie man die Eigenschwingungen speziell 


für die verlustfreie Leitung, d.h. für 0, =0,=0, erhält; dies geschieht in Abschnitt 8, 
wo auch der Einschaltvorgang für Gleichstrom behandelt wird. In Abschnitt 9 werden 


F 
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schließlich die „Potenzleitungen“ 
L=L(l+4Ae, C=0(,(l-+ 4x) 
und die ‚„Exponentialleitungen‘“ 
L=Le 0=0,0%2 
behandelt; die Potenzleitungen liefern für Produkte aus einer Potenz einer geeigneten 
r+l 

B r+3+2 
variablen als Argument. Die Möglichkeit einer weiteren Behandlung hängt dann 
wesentlich davon ab, ob die Zylinderfunktionen vom Index & genügend tabelliert 


Ortsvariablen und einer Zylinderfunktion vom Index & = mit dieser Orts- 


sind. Für die Exponentialleitungen ergeben sich ähnliche Resultate mit x = ah 
für ö = —y läßt sich @(x) durch Exponentialfunktionen ausdrücken; dieser Fall rd 
ausführlicher besprochen. Magnus (Berlin). 

Jeffreys, Harold: An analogy between the theories of potential and vibrations. 
Philos. Mag., VIII. s. 30, 161—167 (1940). 

Il lavoro contiene alcune considerazioni, in gran parte giä note, intorno al problema 
di Dirichlet per il semipiano, con applicazioni allo studio della sensibilitä dei sis- 
mografi. ©. Miranda (Torino). 

Cimino, Massimo: Una soluzione in grande del problema di Cauchy per una parti- 
eolare equazione in tre variabili, ottenuta con un metodo di M. Picone. 1. Atti Accad. 
Italia, Rend., VII. s. 2, 800—809 (1941). 

Verf. betrachtet das Cauchysche Problem für die Differentialgleichung 

Ar en N A a 0? 0° 6? 

mit den folgenden auf der Kugel 2 mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Ra- 
dius r gegebenen Anfangsbedingungen 


u 
Bel... ht. 9 %=0,1,..,2%—1), 


in denen 0, 6,9 Polarkoordinaten bedeuten. Mittels einer Methode von M. Picone 
(dies. Zbl. 14, 261), die für das analoge Problem in zwei Veränderlichen schon von 
C. Tolotti (dies. Zbl. 21, 129) angewandt wurde, wird der Eindeutigkeitssatz für die 
Lösung in dem linearen Raume der mitsamt ihren partiellen Ableitungen bis zur 2n-ten 
Ableitung endlichen und stetigen Funktionen «(o, 6, p) aufgestellt und mittels einer 
Entwicklung nach Kugelfunktionen die Lösungsformel des Problems angegeben. — 
Unter der Voraussetzung, daß die vorgegebenen Funktionen f;(0, 9) die Spuren ganzer 
Funktionen /;(z, y,2) auf 2 seien, wird dann der Existenzsatz bewiesen durch den 
Nachweis, daß die eben genannte Reihe absolut und gleichmäßig in jedem beschränkten - 
Bereich des Raumes, der höchstens den Nullpunkt ausläßt, konvergiert. Es folgt 
daraus ein eleganter Satz über das Regularitätsgebiet der n-fach hyperharmonischen 
Funktionen in drei Veränderlichen. Aldo Ghizzetti (Roma). 

Cartan, Henri: Sur les fondements de la theorie du potentiel. Bull. Soc. Math. 
France 69, 71—96 (1941). 

Dans des recherches non publiees, M. Brelot a montr& comment on peut &tendre 
une partie des resultats de la th&orie moderne du potentiel newtonien et des ‚„‚potentiels 
d’ordre &“ de M. Riesz [Acta Litt. Sci. Szeged 9, 1—42 (1938); ce Zbl. 18, 407] au 
cas oü l’espace euclidien est remplace par un espace localement compact E et l’,inte- 
grale d’energie mutuelle‘“ de deux distributions de masses u, » par une int£grale double 
f [ g(z, yJdu(z)dv(y) oü on suppose seulement que le noyau g(z, y) est =0, syme- 
trique et continu pour x=F y. L’A. apporte de nouveaux resultats dans cette direction, 
en supposant d’une part que E est un groupe localement compact, et d’autre part 
en considerant non pas un noyau g, mais une famille de noyaux g., dependant con- 
tinüment (en un certain sens) d’un paramttre &>(, et satisfaisant & la relation 


15* 
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I“ +p(X, %) = (g2(2, 2)9g(y, 2)dz, ou l’integrale est celle de Haar (le cas des potentiels 
de M. Riesz correspond & 94(2, y) =ka,n/r*"", ka,n constante dependant de & et 
du nombre de dim. n de l’espace). Les theor. essentiels sont: I. Si le „potentiel“ 
UX(x) = /9,(& y)du(y) est presque partout nul, il n’y a pas de masses (raisonne- 
ment trös ingenieux, par passage de & & &/2* et utilisation de la continuite, qui, m&me 
dans le cas de M. Riesz, remplace avantageusement le raisonnement de ce dernier). 
II. Sur un compact K, toute fonction continue peut @tre uniformement approchee 
par des potentiels. III. Si lu]®= [ [o1®, y)du(z)du(y) (‚„energie‘‘ des masses u), 
xl est une norme sur l’espace & des distributions de masses, qui en fait un sous- 
espace d’un espace de Hilbert; alors le sous-espace &£ des masses concentrees sur 
un compact fixe K, est complet pour la norme |||. Ce dernier th. donne aisement 
(par des raisonnements classiques dans l’espace de Hilbert) une partie des proprietes 
de „balayage‘‘ d’une distr. de masses, et de la ‚distribution capacitaire‘ sur un com- 
pact. L’A. indique que les proprietes plus precises du „balayage‘‘ dans le cas new- 
tonien dependent du „principe du maximum‘ suivant: l’insgalite U%(z) < Us(z) 
en tout point du noyau de masses de w,, entraine la m&me in£galit& dans tout l’espace. 
On ne connait jusqu’ici aucune condition generale pour le noyau g(z, y) entrainant 
ce principe. J. Dieudonne (Nancy). 

Monna, A. F.: Sur la reprösentation des fonetions harmoniques. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 44, 939—942 (1941). 

Zusatz zu einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 25, 258) über die Darstellung 
harmonischer Funktionen durch ein Stieltjes-Radon-Integral. Wittich. 

Weinstein, Alexander: On the decomposition of a Hilbert space by its harmonie 
subspace. Amer. J. Math. 63, 615—618 (1941). 

In der vorliegenden Note wird ein von Weyl [Duke math. J. 7, 411—444 (1940); 
dies. Zbl. 26, 20] herrührendes Lemma, wonach eine im Bereich S mit der Beran- 
dung © quadratisch integrable Funktion 7 harmonisch ist, sobald mit jeder stetigen 
und zweimal stetig differenzierbaren, auf CO samt diesen Ableitungen verschwindenden 
Funktion £ gilt N nA&dS=0, mit Hilfsmitteln aus der Theorie des Hilbertschen Rau- 

[>] 


mes bewiesen, wie sie vom Verf. zusammen mit Aronszajn in einer früheren Arbeit 
entwickelt worden sind [Proc. Nat. Acad. Sci. U. $. A. 27 (1941)]. Schoblik (Brünn). 
Kravtchenko, Julien: Sur la continuit& des d&rivses du potentiel. C. R. Acad. Sci., 
Paris 213, 676—679 (1941). 
Die Dichte u(P) einer räumlichen Massenverteilung in einem abgeschlossenen 
beschränkten Gebiete D, für dessen Rand gewisse Regularitätsannahmen gelten, erfülle 
die Bedingung |u(P) — #(Q)| <= f(r), wobei {(r) eine stetige, positive, nichtabnehmende 


b 
Funktion von r = PQ bedeutet, für welche f(0) = 0 und /(r) = f Kabatiikl dr’ im 
a 


Intervall a< x=b stetig ist; dann sind die zweiten Ableitungen des entsprechenden 
Potentials in D stetig und besitzen außerdem einen Stetigkeitsmodul, der sich vom 
Stetigkeitsmodul der Funktion /(r) um einen von D abhängenden konstanten Faktor 
unterscheidet. Ein analoges Ergebnis gilt für die ersten Ableitungen einer flächen- 
haften Massenverteilung auf der Belegungsfläche. @. Cimmino (Bologna). 


Nomura, Yükiti: The eleetrostatie problems of two equal parallel eircular plates. 
Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 23, 168—180 (1941). 2 

Es seien r, 9, z Zylinderkoordinaten. Gegeben seien zwei parallele Kreisscheiben 
mit der 2-Achse als Rotationsachse, dem Radius a und den Mittelpunktskoordinaten 
2=0bzw.z=h. Das Potential auf den Platten sei für z = 0 durch f(e, 9), fürz = h 


durch f(o, ®) gegeben, wobei e= — gesetzt ist. Das Potential im Raum wird angesetzt 
als eine Summe ®, + ©, mit 
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I < ® 
br Vz 2 (A), cosmd + Bj, sinmd) | Bra ardE 
m,n=0 VE 
3 0 [- | © en 
D= V = DE (Ar, cosmd® + BA, sinmd) | ET RANBT ni en 
m, n=0 : 


wobei die verschiedenen Vorzeichen in den Exponentialfunktionen in ®, bzw. ®, so 
zu wählen sind, daß für 2> 0 bzw. z> h das obere, für z< 0 bzw. z< Ah das untere 
Vorzeichen eingesetzt wird. Die Randbedingungen liefern für die Größen AR, B”,, AT, Br, 
unendliche Gleichungssysteme der Gestalt 


> oo en 
n 4k sa. Ö > k 
rn +2 A: = Ko ni Ar + An EN F- bi ’ 
E=o 
n Ss’ Dk an s k 
DB 72 > „Pm@m, Ei DE; DB, 2} D,G,, Ale D» 


wobei sich die a or, Dr, Or, Dr durch en aus f und / bestimmen, 
während die Koeffizienten 67, , durch 
m = (2m +4k+1)g(2n+3,m+2%k+ }) 


h. 
g(u, »=[e Er 


ö 
gegeben sind. Die Gleichungen werden durch Iteration gelöst und die Werte von 
g(u, v) werden für 0,4 < ei <= 20 und 4,9 =4,3,..., -$- tabuliert. Zum Schluß wird 


der Fall des Plattenkondensators (konstante Werte von / und f) behandelt und die 
Kraft berechnet, mit welcher gleich oder entgegengesetzt geladene Platten in Ab- 


hängigkeit von = aufeinander wirken. W. Magnus (Berlin). 


Variationsrechnung: 


Tonelli, Leonida: Su un nuovo tipo di problemi di ealeolo delle variazioni. Ann. 
Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 167—189 (1941). 

Ein Variationsproblem, das sich bei einer Frage der höheren Technik einstellte 
und zu keinem der bisher untersuchten Typen gehört, hat Verf. veranlaßt, seine 
bekannte Methode auf einen neuen Kreis von Variationsproblemen auszudehnen; er 
kommt so zu dem folgenden allgemeinen Existenzsatz des Extremums: Es seien y(y), 
Y(y) zwei im Intervall (I) Y,=y=Y, zusammen mit ihren Ableitungen 9 (y), 9” (y) 
endliche und stetige Funktionen und es sei y(Y,)<0,9(Y,)=0, p(y)>O für 
(OH) Y,=y= Y,. Die Funktion F(y, x’, y’) sei definiert für alle y aus (I) und für 
alle Paare (=’, y’) mit (TI) x?:+y?= 0; für alle y aus (II) und alle angegebenen 
Paare (x’, y’) sei # mit ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig; 
weiter sei F positiv homogen vom ersten Grade bez. x’ und y’ und habe die Weierstraß- 
sche Invariante F,(y, x, y') > 0; außerdem sei #>0 mit Ausnahme höchstens der 
Paare ’=0), Ne (< 0); für jedes (II) und (III) genügende Tripel y, «’, y’ mit 
x >0 folge F(y, ©, y)>yy' mit y>0; schließlich sei in (II) und für y=#0, 
F,(y,0, y) =0. Setzt man unter diesen Annahmen F(y,1, y’) = I y'), fixiert 
einen Wert Y, mit Y,= Y;< Y, und betrachtet die Klasse K der in (X,, X) 
absolut stetigen Funktionen y(z), für de Y,= y(e) = Yı,, y(X,) = Vi 
(IV) Yo) v(y(2)) fast überall in (X,, X,) ist und für die weiterhin 
p(y(e))” 2/(y( (2), y'(x)) im Lebesgueschen Sinne in (X,, X,) integrierbar ist, so 
existiert in ihr das absolute ErBr des Integrals 2 


JIy@)l -[: Ply@)) Hy), yo)dz. 
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Der Beweis benutzt die Parameterform des Integrals J[y(x)], d.h. das Integral 
Ic = [p(y(s)) "F(y(s), #8), y(s))ds. 
6) 


Außerdem beweist Verf., daß jede Funktion Yo(2), die das Minimum von J[y(z)] 
liefert, in X stets eine überall endliche, stetige und (IV) genügende Ableitung y%(2) 
besitzt. S. Cingquim (Pavia). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Feller, Willy: On the integral equation of renewal theory. Ann. math. Statist. 12, 
243—267 (1941). 
Verf. studiert die beiden Integralgleichungen 


t [) 
2) MW) +[ue- Rd und (b) u) = [ut —z)ia)de, 
0 0 


wobei /(t) und g(f) zwei gegebene, nichtnegative Funktionen sind, und «(f) für > 0 
gesucht ist. Für £<0 soll die Lösung von (b) mit einer gegebenen, nichtnegativen 
Funktion A(t) übereinstimmen. Setzt man 


g(t) = [hit — a)f(a)dz, 
t 


so erkennt man die formale Äquivalenz der Probleme (a) und (b). Diese Gleichungen 
spielen in der angewandten Mathematik, besonders in der mathematischen Bevölke- 
rungstheorie und in der Theorie der Gesamtheiten (Erneuerungsproblem) eine vor- 
herrschende Rolle. Verf. übt in vielen Punkten berechtigte Kritik an der über 
diesen Problemkreis entwickelten Fachliteratur. Durch seine Arbeit finden verschie- 
dene Fragen, die noch offen waren oder widerspruchsvoll behandelt wurden, ihre 
Klärung. — Es bietet gewisse Vorteile, durch Einführung der Summenfunktionen 


£ t t 
U)=/[ue)de, Fi)=/[fa)dz, Gt) = [gla)dx 
0 0 0 
die Gleichung (a) in der Stieltjesschen Gestalt 
t 
(c) U(t) = @(t) + [Ult — a)dF(e) 
0 


zu schreiben. Den Existenzbeweis für die eindeutig bestimmte Lösung von (c), der 
z. B. vom Ref. auf Grund eines Theorems von Paley und Wiener aus der Theorie 
der Laplace-Transformation erbracht wurde (dies. Zbl. 22, 50), führt Verf. müheloser 
durch Verwendung eines, den vorliegenden einfachen Verhältnissen besser angepaßten 
Theorems von Bernstein und Widder betreffend die Laplace-Stieltjessche Dar- 
stellung absolut-monotoner Funktionen (vgl. den Beweis dieses Theorems vom Verf.; 
dies. Zbl. 22, 230). Die exakte Formulierung des für die Gleichung (a) ausgesprochenen 
Existenzsatzes lautet so: Sind /(t) und g(f) integrabel, nichtnegativ und in jedem 
endlichen Intervall beschränkt, und konvergieren in R(s) > o die Integrale 


yl) =fefiddt und yle)= fe"gli)dt, 
ö DER 
dann gibt es eine und nur eine nichtnegative Lösung «(f) von (a), welche in jedem 


‚endlichen Intervall beschränkt ist, und für die das Integral 


06) = [e-ttutydt für R)>o 
0 


konvergiert. Wenn „im ö Y(s) =1 ist, wird 0’= 0 gesetzt; andernfalls bezeichnet 0’ 
die (einzige) reelle Wurzel der charakteristischen Gleichung p(s) =1 in R(s)> o, 
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Es gilt die Beziehung @(s) = y(s)/l — p(s). — Im Hinblick auf die Interpretation 
der Gleichungen in den angewandten Gebieten, fand die Frage nach dem asympto- 
tischen Verhalten der Lösung für große t in der bestehenden Fachliteratur große Be- 


achtung. Verf. zeigt unter Verwendung eines Satzes der Tauberschen Asymptotik: 
Es sei: © en 
a=/f)dt, db=/[gli)dt. 
ö ö 
Notwendig und hinreichend für die Gültigkeit der asymptotischen Beziehung: 


t 

1 - a : Ä 

=/ u(2)dx—Ü für too ist die Bedingung a=1 und die Konvergenz des Integrals 
0 


Mm, = [ tf(t\dt. In diesem Fall ist C =. . — Damit erreicht Verf. die sog. Mittel- 
0 


konvergenz (Stabilisierung im Mittel) der Lösung, die in der kürzlich erschienenen 
Habilitationsschrift von H. Richter (dies. Zbl. 26, 126), die Verf. noch nicht bekannt 
sein dürfte, unter anderen Voraussetzungen ebenfalls hergeleitet wurde. Die Frage 


der eigentlichen Konvergenz ist wesentlich schwieriger zu behandeln. Verf. zeigt: Es 


sei (Bezeichnung wie oben) a=1, b<o, n (ganz) >2 und m; = [t*f(i)dt 
F 0) 


(k=1,2,...,n). Die Funktionen t’f(t) »=1,2,...,n — 2) seien in (0, 00) von be- 
schränkter Variation, und es gelte ferner Es 
lim £*-?2g()=0 und lim ir2/g(a)de=0. 
i>% t>% t 
Dann gilt die asymptotische Beziehung 
lim eo lu _ =(, 
t>% mM, 


Verf. bemerkt noch, daß u(f) monoton ausfällt, wenn g’(t) + g(O)f()>0 ist. Wenn 
f(t) und g(t) int> T identisch verschwinden, dann gilt die oszillierende Konvergenz 


ult)—>C =. ‚too. Dieses Resultat wurde auch von H. Richter (dies. Zbl. 22, 


254) erreicht. — Endlich wendet sich Verf. noch der Lotkaschen Methode zu, die darin 
besteht, die Lösung von (a) oder (b) in der Form u(t) =) A,e darzustellen, wo 
dies, (k=0,1,2,...) die (als einfach vorausgesetzten) Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung p(s) =1 sind. Die Möglichkeit einer solchen Darstellung hängt, wie Verf. 
darlegt, wesentlich vom funktionentheoretischen Verhalten der Funktion w(s) in der 
ganzen Ebene ab. Dann und nur dann gibt es eine solche, für t> 0 absolut konver- 
genve Reihendarstellung, wenn die Funktion w(s) die Entwicklung @ (s) : = 
Da |Ax| konvergent, gestattet. In diesem Falle ist Ak = —y’(s)/P(s2). Die Erweite- 
rung einer solchen Darstellung auf den Fall mehrfacher Wurzeln wird ebenfalls be- 
handelt. H. Hadwiger (Bern). 


Reissner, Erie: On a elass of singular integral equations. J. Math. Physics, Massa- 
chusetts Inst. Technol. 20, 219—223 (1941). © 
L’A. resout l’&quation integrale d’inconnue f@): (1) f(x) — fi k(<—y)f(yJdy=h(e), 


N) 
02; fe?!R (a)dz fini quel que soit A<1: h(x)e”“” et f(z)"** born&s pour 


’ 


une valeur a< 1). L’A. rappelle comment N. Wiener et E. Hopf ($.-B. preuß. 
Akad. Wiss. 1931, 696— 706; ce Zbl. 3, 307) l’ont etudiee dans le cas homogene (h = 0); 
puis il montre comment cette &tude s’&tend au cas non homogene (h ++ 0): la trans- 
formation de Fourier 


F(w) = [fia)e-tvsdz, H(w) = [hizye-'vedz, K(w) = [kla)e-erdz 
c ; 0 = 
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transforme cette &quation en l’equation (2) F(w)[1 — K(w)] =G@(w) + H(w), dans 
laquelle F,@, H, K sont des fonctions d w=u+ iv holomorphes et born&es dans 
les domaines respectifs v< —a, -1<v, v<-a, -1<v<[1; F et @ sont in- 
connues. L’A. construit la solution generale de (2) et en deduit la solution generale 
de (1). Jean Leray (Paris). 
Praporgeseu, N.: Sur une elasse ‘d’&quations intögrales et leurs applieations & la 
statistique. Bull. Math. Phys. Ecole polytechn. Bucarest 10, 64—103 u. 140—150 
1939). b 
ar de l’equation (1) @(s) — A[K(s, !)p(s +t)dt=[(s) et en particulier de 
b a 


l’equation plus simple @(s) — ı[K)y(s +t)dt = (e2?. L’equation homogene 
b a 
(2) 9(s) — A[K)p(s +t)dt = 0 admet la solution p(s) = le. Si K(s,t)=eP’K(t), 


is) = Ce p et g etant des constantes, er (1) est verifiee par 
Y(s) = Cars CH Mer CM EK,- Kira Ks K, = fereatK(i)dt. Les fonc- 
n=1 B b 


a 
tions qui rendent minima l’integrale (3) J —=/[[u(s) -- A[K)p(s + t)dt]’ds sont des 
4A a 


solutions de l’&quation (2) et reciproquement les solutions de (2) rendent minima l’in- 
tegrale (3). B. Hostinsky (Brünn). 
Consiglio, A.: Risoluzione di una equazione integrale non lineare presentatasi in 
un problema di turbolenza. Atti Accad. Gioenia Catania, VI.s. 4, mem. 20, 1—13 
(1940). 
Il problema del deflusso turbolento sulla lastra piana indefinita nell’ipotesi che la 
corrente sia agitata riconduce alla risoluzione dell’equazione integrale non lineare ad 


estremo variabile € i 
er [Ea: — BYrayB@) 
r Ye —£ 


nella funzione incognita P(x) [v. Consiglio, Atti Accad. Gioenia Catania, VI. s. 2, 
mem. 2, 1—15 (1937)]. Cambiando la variabile zin quella 2 (e quindi &in £) mediante la 


trasformazione © — BinAz e assumendo poi comme incognita &?%(2) = B?YnAß(x} 
l’equazione da risolvere si riduce sotto la seguente forma semplice: 
2 


&°(£) 
(1) 1- 1) —edl=ol), oal(ll)=1. 
{r 


L’autore risolve P’equazione (1) sodisfacendola formalmente con una serie di potenze 
di Yz convergente per 2 minore di un certo 20- B. Hostinsky (Brünn). 

Ghizzetti, Aldo: La trasformazione di Laplace e il calcolo simbolico degli elettro- 
teeniei. Rend. Semin. mat. fis. Torino 7, 83—99 (1941). 

Verf. zeigt, wie man den in der Elektrotechnik üblichen symbolischen Kalkül 
mittels der Laplacetransformation streng einführen kann. Die Arbeit hat hauptsäch- 
lich didaktischen Wert und ist mit interessanten Beispielen versehen. C. Miranda. 

Obreehkoff, Nikola: Sur les developpements asymptotiques et la transformation 
de Laplace. Ann. Univ. Sofia, Fac. Phys.-Math. 36, 171—196 u. franz. Zusammenfassung 
197—200 (1940) [Bulgarisch]. ar 

Die ersten drei Sätze zeigen, daß die asymptotische Beziehung /(s) m Da,s’r 


” L_ a * * ” “ ’ n=0 
(0<A,<A]<---) beiderseits und rechts gliedweise der Differentiation bzw. der 
c+ioo 
3 1 . i 
Transformation 357 e® ... ds unterworfen werden kann, und zwar 1. der Differen- 


e—ioo \ 
tiation bei der Regularität von /(s) innerhalb & <args < ß, |s|>6>0 für sw; 


4; 2 
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2. bei a) der Regularität von /(s) entlang und rechts von einer Kurve (, die einen 
Winkelraum ö, <arg(s — o)<6,, = <ö,<n rechts läßt, b) der Konvergenz von 
[to«@ — a)"1dl entlang C bei geeignetem a, und c) f(s)—0 im Falle von s> oo: 


für 20 der Transformierten innerhalb = — <a? <6d, — 5 ; 3.im Falle a) der 


Regularität von /(s) in R(s)= — |o| mit Ausnahme von s = 0 und einem Winkel- 
raum = <ö<Jjargs|<=n und b) einer gegenseitigen Darstellbarkeit 
© c+io 
| 82 1 28 
Ho) = [e"Fla)dz, Fe) = zmi|e i(s)ds 
0 ce—- io 


für die reziproken Annäherungen s— 0, 2— 00. — Zum Schluß wird der Satz von Car- 
michael über die Darstellbarkeit einer periodischen ganzen Funktion vom Exponential- 
typus als Exponentialpolynom auf die Darstellbarkeit einer periodischenmeromorphen 
Funktion mit einfachen Polen und einer Art vom Exponentialtypus als Exponential- 
reihe verallgemeinert. v. Stachö (Budapest). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Julia, Gaston: Sur la dualit& dans l!’espace hilbertien et sur le domaine des valeurs 
des operateurs bornes de 4° classe. ©. R. Acad. Sci., Paris 213, 465—469 (1941). 

Dans une Note precedente (voir ce Zbl. 25, 413) l’A. a pose la question suivante: 
Etant donnes un systeme orthonormal complet {e,, e&, ...} et une transformation 
lineaire bornee A dans l’espace H de Hilbert, dans quelles conditions peut-on trouver 
un systeme {z, , 2,, ...} biorthonormal au systöme {Ae,, Ae,, ...}, c’est-A-dire tel que 
(Alm, Zn) = Ömn: 1 a donne la reponse pour les transformations A appartenant aux 
trois premieres classes de Toeplitz, c’est-a-dire aux classes caracterisees par: 
1) n(AA*) >0, n(A*A)>0; 2)n(AA*>0, n(A*4)=0; 3) n(AA*)=0, n(A*A)>0. 
(On designe par n(7), pour une transformation hermitienne T, le minimum de (7, /) 
sous la condition (/, f) = 1). — Dans la presente Note il continue ces recherches en 
considerant les transformations A appartenant & la quatrieme classe de Toeplitz 
caracterisee par n(AA*, = n(4*A) =. Bela de 82. Nagy (Szeged). 


Neumann, John von: Approximative properties of matrices of high finite order. 
Portugaliae Math. 3, 1—62 (1942). 

The aim of the present paper is an approach to the study of operator rings in 
Hilbert space by investigating the asymptotic behavior of n-th order matrices, when 
n —oo. — Let M,„ be the set of all n-th order matrices A= (a, ,) with complex numbers 


n 
as elements a,,. Put |A| = > la.,|? and || A|] — max |4}| „introducing thus 
„A=1 ar ee 


i n 
a metric and a pseudo metricin M„. Put i{(A) = 8 G.„ (the trace of A). 
»=1 
Let A* denote the adjoint of A, i.e. the matrix 4A*= (a,.). By an imbedding 
of M, into M,„ is meant a mapping A — 4’ of M,„, into M, for which 1, — 1, (1; de- 
noting the k-th order unit matrix), cA—> 4’ (c any complex number), A+ B>A'+B', 
AB>A'B' and A*>(4’')*. It is shown by simple matrix algebraical arguments, 
that such an imbedding exists if and only if » is divisible by m. If n=mp, and if At 
is the n-th order matrix obtained by ranging A in p copies on the diagonal, then A>A+ 
yields such an imbedding of M„, into M„ (the standard one); all the other imbeddings 
can be derived from this by putting A>UA*+ U-! with any fixed unitary matrix U 
in M„. Every imbedding leaves |---|, |]---|] and i(...) invariant. Identifying A 
with A+, we have M„< M„. Denote by M7, the set of all elements of all imbeddings 


4,5 
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of M,„ into M„. — The fundamental problem is now the following one: Which n-th 
order matrices do behave, or behave approximately, as if they where m-th order 
matrices, i.e. which n-th order matrices do belong, or belong approximately, to My, 
especially when n is great compared to m (and divisible by m)? In particular the 
question arises, whether all elements A of M,„ with ||A||=1 are in an e-distance of 
the set M% in the sense of the metric or pseudometric of M,„. This question is 
answered in the negative sense by the following theorem: There exists an e > 0 such 
that for every m and every p (=2,3,...) there exists an A in M„, with ||A||=1 
such that |A — B|| > e for all elements B of MP. But if we restricet A to be normal 
(i.e. such that A* A —= A4*), then the answer is positive as formulated in the following 
theorem: Given an & > 0 there exists an m, such that for every m> m, and every p 
(= 2,3,...) all the normal matrices A in M„, with ||A||=1 are in a distance <e 
(in the metric of M„,) from the set of the normal matrices contained in Mm?. — From 
the numerous interesting variants and strengthenings of these theorems we call only 
the following one. For every ö>0 there exists an e>0 for which for every n 
(=1,2,...) there exists an A in M,„ with || A||| < 1 such that for every Hermitean B 
in M„ with ||B||<1 and |B — t(B)-1,|>6 we have |AB— BA|>e. — The 
method by which these results are obtained consists mainly in computing and com- 
paring volumes. M„ may be looked at as a 2n°?-dimensional real Euclidean space, the 
matrix A = (a,,) being identified with the point whose coordinates are Ra,, and 
Sa,ı(#,1=1,2,...,n); volumes can then be defined in M,„in the usual way. Evalu- 
ating the volume of the sphere |A| < 1, the above theorems follow firstly with |A| <1 
instead of ||Al|<1. (The author has not yet succeeded in determining the volume 
of the pseudo sphere ||A||<1.) But |4|<1 can then be replaced in the theorems 
by ||A|]=1, using purely matrix algebraical arguments involving a particular tech- 
nique of “cutting through a thin part of the spectrum”’. — In spite of the efficiency 
of the volumetric method in proving existence theorems, it would be desirable, as 
pointed out by the author, to replace it by algebraical methods of constructive 
character. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Fantappie, Luigi: Nuovi fondamenti della teoria dei funzionali analitiei. Atti Accad. 
Italia, Mem. 12, 617—706 (1941). 

Verf. verallgemeinert seine Theorie der analytischen Funktionale, indem er Funk- 
tionale betrachtet, die von einer oder mehreren Funktionen von n komplexen Ver- 
änderlichen, die in der Umgebung jedes Punktes ihres Definitionsgebietes analytisch 
sind, ohne im allgemeinen analytisch im Weierstraßschen Sinne zu sein, da ihr Defi- 
nitionsgebiet auch als nicht zusammenhängend angenommen werden kann, abhängen. 
Von diesem neuen Gesichtspunkt aus baut Verf. seine frühere Theorie, insbesondere 
den auf die linearen Funktionale bezüglichen Abschnitt wieder auf, wobei er u.a. den 
Beweis der Formel, die den Wert eines analytischen linearen Funktionals durch die 
bekannte Indikatrix ausdrückt, vereinfacht, und zeigt, daß die Untersuchung der 
gemischten Funktionale mehrerer Funktionen auf das Studium einer einzigen Funktion 
als unabhängigen Variablen zurückgeführt werden kann. Dem auf die Funktionale 
bezüglichen Teil dieser Arbeit gehen Betrachtungen über die lokal analytischen Funk- 


‚tionen von n komplexen Veränderlichen und über die topologischen Eigenschaften 


des Raumes dieser Funktionen voraus, in dem der Umgebungsbegriff nach einer von 
Catunda vorgeschlagenen Definition eingeführt wird. ©. Miranda (Torino). 


Faedo, Sandro: Il prineipio di Zermelo per lo spazio delle funzioni eontinue. Ann. 
Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 209—214 (1941). 

Es werden beliebige abgeschlossene Mengen im Raume der stetigen Funktionen 
init der Metrik max |/(z) — g(z)| betrachtet und gezeigt, daß sich immer ein Gesetz 
angeben läßt, nach dem in einer solchen Menge eine Funktion ausgewählt wird. Das 
Zermelosche Auswahlprinzip läßt sich hier also beweisen. G. Köthe (Gießen). 


! 
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Praktische Analysis: 


© Tavole trigonometriche. Torino: 1942. 48 pag. 

Den Hauptinhalt der Tafeln bilden die achtstelligen Werte des Sinus, Kosinus, Tangens 
und Kotangens für jedes Hundertel des Grades alter Teilung von 0° bis 45° (mit der üblichen 
Anführung der Winkel über 45°), also jede sechsunddreißigste Zahl der Tafel von J. Peters, 
Berlin 1939 (dies. Zbl. 21, 241). Die Differenzen sind beigefügt, auch bei den Kotangenten 
kleiner Winkel, wo sie zur Interpolation nicht verwendbar sind. Bei dem großen Format 
(24x32 cm) läßt sich jeder Grad mit seinen 101 Zeilen auf einer halben Seite unterbringen. 
Die Ziffern sind wohl klein, aber sehr deutlich. Die Anordnung der einzelnen Grade ist dagegen 
nicht regelmäßig durchgeführt, sondern hie und da unterbrochen. Zwischendurch und vor 
dem Beginn der Haupttafel finden sich die Erklärung und eine reichhaltige Sammlung von 
Formeln für die Winkelfunktionen, ferner Angaben über die Auflösung von Dreiecken, und 
Ähnliches. Die Umrechnung auf Minuten und Sekunden ist durch einen herausklappbaren 
Teil des hinteren Buchdeckels bequem gemacht. Die Tafel ist von der feinmechanischen Fabrik 
Elli, Zerboni in Turin herausgebracht worden. L. Schrutka (Wien). 


Czuba, Werner: Diagramm für die Wahl der Näherungsformel zur Berechnung der 
Ordinaten bei der Absteekung eines Kreisbogens von der Tangente. Z. Vermessungswes., 
Stuttg. 71, 98—102 (1942). 

Wählt man den Berührungspunkt als O-Punkt und die Tangente als x-Achse, und 


bezeichnet man den Halbmesser mit H, so ist die strenge Formel y„=H— YH? — »?. 
Nach binomischer Entwicklung werden die ersten beiden Teilsummen als Näherungen 
gewählt. Berechnet werden die Abszissen, bis zu denen der 1. vernachlässigte Sum- 
mand kleiner als 3 mm bzw. $ cm ist. Anmerk. des Ref.: Bei der 1. Teilsumme ist 


der ganze Fehler = A, wenn x = V2H(y2H4 _ A) ist. Für 7 <= 200 m wird x um 
4cm, für 4=300 m um 5cm, für 400 m<=#H=<900 m um 6cm, für 1000m<H<1300 m 
und 7 = 1500 m um 7 cm und für 7 = 1400, 1600 und 1700 m um 8 cm kleiner. 
In der binomischen Entwicklung muß man die Koeffizienten so schreiben, daß man 
ihr allgemeines Bildungsgesetz erkennt 
1er Ir, 1-3 72° 1.3.5 2° 
EEE BEE PRR EICH DR FT RLEEN 
Ludwig (Hannover). 

Hoiubäf, Josef: Graphische Auflösung von Gleiehungen 2., 3. und 4. Grades. 
Rozhl. mat. pfirodoved. 21, 11—16 (1941) [Tschechisch]. 

Graphische Auflösung der biquadratischen Gleichung + px +qg7+s=0 
mittels Konstruktion des durch Addition von Y + py+gz+s=0 und #? —y=0 
entstandenen Kreises und Ähnliches für kubische und quadratische Gleichungen. 

O. Boruvka (Brünn). 

Lin, Shih-Nge: A method of suecessive approximations of evaluating the real and 
complex roots of eubie and higher-order equations. J. Math. Physics, Massachusetts 
Inst. Technol. 20, 231—242 (1941). 

Ein Paar komplexer Wurzeln einer Gleichung n-ten Grades sei dem Betrage nach 
klein gegen alle übrigen. Dann ist nach Division des vorgegebenen Polynoms in 
x?+cx-+.d, wobei sich c und d aus den Koeffizienten des absoluten, linearen und 
quadratischen Gliedes bestimmen, der Rest relativ klein. Aus Divisor, Dividend und 
dem ganzen Teil des Resultates folgt ein neuer Divisor, der einen kleineren Rest 
läßt. Das Verfahren konvergiert im allgemeinen gut; andernfalls ist die Voraussetzung 
des Verfahrens nicht erfüllt, und es müssen vorher nach Graeffe (Quadrieren der 
Wurzeln) oder Horner (lineare Substitution) die Wurzeln auseinandergezogen oder 
verkleinert werden. Das Verfahren läßt sich auf Gleichungen beliebigen Grades an- 
wenden. Ist n ungerade, so ist zunächst die immer vorhandene reelle Wurzel abzu- 
spalten; danach gelingt durch wiederholte Anwendung des neuen Verfahrens die Zer- 
fällung in quadratische Ausdrücke, deren Wurzeln die gesuchten sind. v. Guerard. { 

Sharp, Henry $.: A comparison of methods for evaluating the complex roots of quartie 
equations. J. Math. Physics, Massachusetts Inst. Technol. 20, 243—258 (1941). 

Zusammenfassender Bericht, Verfahren zur Auflösung der Gleichungen vierten 
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Grades vergleichend, und zwar in bezug auf: Arbeitsaufwand, Genauigkeit, erforder- 
liche Hilfsmittel, Kontrollmöglichkeiten während der Rechnung, Vermeidung von 
Fehlerquellen und, bei den Infinitesimal; u. a. Iterationsverfahren, Konvergenz und 
Konvergenzerzeugung. Von letzteren Verfahren zeigen die von E. B. Wilson bzw. 
F.L. Hitchcock, daß die zur Auffindung reeller Wurzeln gebräuchlichen Verfahren 
von Newton bzw. Horner verallgemeinert und zur Bestimmung komplexer Wurzeln 
verwandt werden können. — Der Vergleich dient als Rahmen zur Darstellung eigener, 
in Einzelheiten neuer Methoden des Verf., der drei neue Verfahren angibt: 1. Formale 
Abspaltung eines quadratischen Faktors; die Bedingung, daß der Rest identisch ver- 
schwindet, führt zu einer Gleichung dritten Grades, aus deren Wurzeln sich die ge- 
suchten bestimmen lassen. — 2. Nach formaler Abspaltung einer Wurzel + v 
gelingt durch Koeffizientenvergleich für Real- und Imaginärteil Angabe einer kubischen 
Gleichung usw.; beide Verfahren lassen sich als f. d. Praxis geeignete Umformungen 
der Gleichungsauflösung mittels der kubischen Resolvente auffassen. — 3. r], r, seien 
die Beträge je zweier Wurzeln, u}, u, entsprechend die Realteile; falls |4u,%| < ri +3, 
können die r; in guter Annäherung aus den Koeffizienten des biquadratischen Polynoms 
bestimmt werden, und das leitet eine naheliegende Iteration ein. — Die Einteilung 
aller Verfahren in vier Klassen ist sehr äußerlich und zeigt daher verwischte Grenzen. 
v. G@uerard (Darmstadt). 

Platone, Giulio: Ancora sul metodo delle corde per la risoluzione numerica dei 
sistemi di equazioni. Rend. Circ. mat. Palermo 62, 363—368 (1939). 

Schließt sich an einen früheren Aufsatz des Verf. an (dies. Zbl. 2, 345). Sind die 
beiden Funktionen y= f(x) und y=9(x) in einem Intervall (a, b) stetig und sind 
sie an den Enden der Größe nach verschieden geordnet, so ersetze man sie durch 
ihre Sehnen (geometrisch gesprochen); der Kreuzungspunkt der beiden Sehnen liefert 
zusammen mit a oder mit 5b ein neues Intervall, das wieder ebenso zu behandeln ist. 
Die Konvergenz des Verfahrens wird bewiesen. Für den Fehler wird eine Abschätzung 
mit Hilfe der zweiten Ableitung gegeben. Das Verfahren läßt sich auf Polarkoordinaten 
sowie auf Gleichungen der Form y= f(x, 83, - - -, &u); Y = YP(%ı; X, - - -, u) über- 
tragen. _ L. Schrutka (Wien). 

Weber, C.: Über genäherte Lösungen von Differentialgleichungen mit Hilfe von 
Minimalansätzen. Z. angew. Math. Mech. 21, 310—311 (1941). 

An einem Zahlenbeispiel der Durchbiegungen y(z) eines belasteten Trägers 
(y!’(z) = g(x)) wird gezeigt, daß man bei Anwendung von Variationsprinzipien vor- 
sichtig sein muß, daß z. B. das Prinzip, eine Funktion / aus: [ (!P— q)’dz = Minimum 
bei den vorgegebenen Randbedingungen zu bestimmen, zwar die zweite Ableitung y’’ 
annähert, daß aber % selbst völlig falsch wiedergegeben werden kann. Bei dem Zahlen- 
beispiel ist bei einem eingliedrigen Ritzansatz y durchweg von anderem Vorzeichen 
als f. Collatz (Karlsruhe). 

Federhofer, Karl: Über besondere Seilkurven. Ein Beitrag zur graphischen Analysis. 
Z. angew. Math. Mech. 21, 233—241 (1941). 

Es werden diejenigen Gleichgewichtsformen betrachtet, die ein undehnbarer, dünner 
Faden bei alleiniger Wirkung von Zentralkräften P(r) = kf(r) annimmt. Bezeichnen 
(r, 9) die Koordinaten des im Abstand r, senkrecht unter dem Fußpunkt des Seiles 
gelegenen Poles, so lautet die Differentialgleichung der Seilkurve mit & und ß als 
Konstanten: do = drr-1[r2(a [Ir)dr ne. 73 | 
(P. Appell, Trait® de Mecanique rationelle, Bd. 1, 8. 200, 3. Aufl.; Paris 1909). Diese 
Gleichung läßt sich für das Potenzgesetz P = kr" (n eine beliebige positive oder nega- 
tive Zahl) unter der Annahme $ = 0 elementar integrieren, ausgenommen fürn = —. 
Beim Newtonschen Kraftgesetz (n = —2) ist eine exakte Integration auch für ß=+0 
möglich, ebenso in den Fällen n=1 und n=0 mit Hilfe elliptischer Funktionen 
(Appell a.a. O., 8.200 und 234). — Verf..zeigt, wie die Seilkurven sich in einfacher 
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Weise mit Hilfe bekannter zeichnerischer Verfahren konstruieren lassen, ohne daß eine 
einschränkende Annahme über ß und n notwendig ist. Für die Fällen = -+1 ist eine 
Schar solcher Seilkurven dargestellt. Es wird bewiesen, daß alle in die Klasse der Sinus- 
spiralen gehörenden Kurven die mechanische Eigenschaft besitzen, Seilkurven für 
Zentralkräfte darzustellen, die nur von der Länge des Radiusvektors in beliebiger 
Potenz abhängen. Ferner wird der Fall eines beliebigen Kraftgesetzes P = kf(r, 9) 
behandelt, und zum Schluß eine Erweiterung des Verfahrens von R. Neuendorff 
[Z. angew. Math. Mech. 2, 135 (1922)] zur graphischen Lösung von gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen beliebiger Ordnung in Polarkoordinaten angegeben. Die für jeden 
Integrationsschritt notwendige Ausrechnung des Krümmungsradius wird durch eine 
einfache lineare Konstruktion ersetzt, wodurch das ursprüngliche graphisch-rechne- 
rische Verfahren in ein rein graphisches Integrationsverfahren übergeführt wird. Die 
dabei verwendete Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes einer ebenen Kurve 
ermöglicht auch die einfache graphische Integration einer beliebig gegebenen Funktion. 
Gran Olsson (Trondheim). 

Troka, Z.: Die harmonische Analyse von Spannungs- und Stromkurven. Arch. 
Elektrotechn. 36, 123—130 (1942). 

Die harmonische Analyse von Wechselströmen kann experimentell in bekannter 
Weise durch Überlagerung des zu analysierenden Stromes mit Wechselströmen be- 
kannter Frequenz erfolgen. Es wird gezeigt, daß die Durchführung der Analyse er- 
heblich vereinfacht wird, wenn die Wechselspannung an einem Potentiometer mit sinus- 
förmigem Widerstandsverlauf abgegriffen wird, % = usin«, wobei & der Drehwinkel 
des Potentiometers und « die Spannung ist. Unter der Voraussetzung, daß nur eine 
endliche Anzahl Harmonischer in dem zu untersuchenden Wechselstrom enthalten ist, 
kann man den sinusförmigen Verlauf der Potentiometerwiderstände durch Stufen- bzw. 
Rechteckkurven annähern und erhält dadurch eine besonders einfache Appäratur, die 
näher beschrieben wird. @. Koehler (Darmstadt). 

Labrouste, H., et Y. Labrouste: Analyse des graphiques rösultant de la superposition 
de sinusoides. M&m. Acad. Sci. Inst. France 64, Nr 5, 1—84 (1941). 

Die Methode von Labrouste zur Analyse von zusammengesetzten Sinusschwin- 
gungen ist schon seit längerer Zeit, bekannt und von den Verff. in mehreren Abhand- 
lungen behandelt worden. Sie ist auch im Lehrbuch des Ref. (Grundlagen und Me- 
thoden der Periodenforschung Berlin 1937; dies. Zbl. 16, 319) beschrieben. In der 
vorliegenden Arbeit geben die Verff. noch einmal eine vollständige, in sich geschlossene 
Theorie ihres Verfahrens, das eine weitgehende Verallgemeinerung der auf fortschrei- 
terde Intervalle gleicher Länge angewandten Fourieranalyse darstellt. An Stelle der 
trigonometrischen Faktoren, mit denen die Harmonische Analyse arbeitet, werden hier 
beliebige lineare Kombinationen von Beobachtungswerten zur Bildung abgeleiteter 
Kurven benutzt. Diese abgeleiteten Kurven haben die Eigenschaft, die Phasen der 
in der Ausgangsreihe vorhandenen Wellen ungeändert zu lassen, hingegen die Ampli- 
tuden durch einen von der Wellenlänge abhängigen Faktor zu vergrößern oder zu ver- 
kleinern. Durch sukzessive Anwendung von solchen linearen Kombinationen ver- 
schiedener Bauart gelingt es, in bezug auf das Endergebnis eine beliebig gestaltete 
Selektivität zu erzielen, die unter Umständen die Selektivität der fortschreitenden 
Harmonischen Analyse bei weitem übertrifft. Die einzelnen Transformationen gliedern 
sich in solche mit symmetrischen Koeffizienten, die phasentreu sind, und solche mit 
antisymmetrisch zur Mitte verteilten Koeffizienten, die eine Phasenverschiebung der 
ursprünglichen Wellen um eine Viertelwelle mit sich bringen — eine zweimalige An- 
wendung antisymmetrischer Transformationen erzeugt also wieder Phasentreue bei 
negativem Amplitudenfaktor. Die Methode ist auch anwendbar, wenn die Amplituden 
der in der Beobachtungsreihe vorhandenen Wellen langsamen zeitlichen Änderungen 
unterworfen sind (z. B. schwach gedämpfte Schwingungen). Ein ausführliches Beispiel 
(Beobachtungsreihe mit sieben Wellen verschiedener Periode) wird besprochen. Zum 
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Schluß wird die Möglichkeit diskutiert, die Analysenarbeit durch Anwendung mecha- 
nischer oder anderer physikalischer Hilfsmittel zu erleichtern. K. Stumpjf (Graz). 

Vernotte, Pierre: Comment les eoeffieients du d&veloppement de Fourier peuvent 
eonduire ä la meilleure formulation d’une loi exp&rimentale. ©. R. Acad. Sci., Paris 213, 
827-829 (1941). 

L’A. dimostra come sia possibile migliorare la precisione necessaria nella rappresen- 
tazione analitica di una legge sperimentale, mediante uno sviluppo di tipo trigono- 
metrico, nei confronti di quanto egli aveva precedentemente indicato (questo Zbl. 26, 
140). M. Bossolasco (Milano). 

Vernotte, Pierre: Comment ealeuler, sans poser d’hypothese, la valeur r@gularisee 
d’une ordonnse experimentale. C. R. Acad. Sci., Paris 213, 983—985 (1941). 

Proseguendo le sue precedenti ricerche sulla rappresentazione analitica di una legge 
sperimentale (questo Zbl. 26, 140 e la precedente relazione), l’A. dimostra come, senza 
prendere in esame tutto l’intervallo di misura e senza introdurre alcuna ipotesi restrittiva, 
sia possibile calcolare un valore migliorato di una ordinata determinata, allorquando 
si possegga: oi valori di qualche ordinata in punti adiacenti. I] metodo proposto non 
€ che una generalizzazione della media aritmetica. M. Bossolasco (Milano). 

Vernotte, Pierre: Formule pour la quadrature empirique d’une fonction experimen- 
tale. C. R. Acad. Sci., Paris 214, 10”—110 (1942). 

Continuando le proprie ricerche sulla rappresentazione analitica di una curva 
sperimentale (questo Zbl. 23, 346; 24, 432), l’A. rileva come non sia opportuno aumen- 
tare il numero delle bande in cui € stato diviso il campo e dimostra la convenienza di 
scegliere le bande stesse in guisa che in ciascuna la funzione possa rappresentarsi con 
un polinomio di 3° grado al massimo, imponendo la sola condizione ad una determinata 
relazione di minimo. M. Bossolasco (Milano). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Ebbenhorst Tengbergen, C. van: Altersaufbau und Ausdehnung einer Bevölkerung 
mit gleichbleibender relativer Geburtenhäufigkeit und Sterblichkeit. Verzekerings-Arch. 
23, 143145 (1942). 

In einer stabilen Bevölkerung ist das Verhältnis der Mädchengeburten in den 
Jahren t und i — n gleich der n-ten Potenz des „Ausdehnungsfaktors‘‘ &. Dieser ist 
bestimmt durch gl at=l, 


wo g, die durchschnittliche Zahl der Mädchengeburten je Frau im Alter zwischen 
y—% und y+ % ist. — Zwischen & und dem Reproduktionsfaktor N besteht die 
Beziehung N=4a”, wo n der Gleichung I) 9,l,a"’=a""))g,l, genügt und ein Maß 
für den Altersunterschied aufeinander folgender Generationen ist. — Bei konstantem 
Geschlechtsverhältnis der Geborenen ist der Ausdehnungsfaktor für beide Geschlechter 
gleich, — nicht aber der Reproduktionsfaktor. Wenn der Altersunterschied zwischen 
den männlichen Generationen größer ist als zwischen den weiblichen, ist bei wachsender 
Bevölkerung (& > 1) der Reproduktionsfaktor des männlichen Bevölkerungsteiles M 
größer als N. H. Härlen (Berlin). 

Andrae, Albert: Die Sterblichkeitstafel GM96//37 aus Erfahrungen der Gothaer 
Lebensversicherungsbank a. 6. nebst technischen Grundzahlen zum Zinsfuß von 3% 
für ein und zwei Leben. Bl. Versich.-Math. 5, 287—302 (1942). 

Der Zweck dieser Abhandlung ist, den wesentlichen Inhalt der Arbeit des Verf. 
im Heft 69 der „Veröff. Dtsch. Verein Versicherungswiss.“‘ zur allgemeinen Kenntnis 
zu bringen. Verf. hat dort aus Erfahrungen der Gothaer Lebensversicherungsbank zwei 
neue Sterblichkeitstafeln für Todesfallversicherungen aufgestellt. Die eine Tafel, 
GM;,] 96/13 (kurz A), erfaßt die Erfahrungen aus der letzten Zeit vor dem Weltkriege. 
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Die andere Tafel GM[,] 23/37 (kurz B) erfaßt die Erfahrungen aus der jüngsten Ver- 
gangenheit (1923 bis 1937). Aus beiden Tafeln wurden nur die Schlußtafeln zugrunde 
gelegt, um die neue Sterblichkeitstafel GM 96//37 zu erlangen, deren Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten mitgeteilt sind. Die Tafel B ist darauf gerichtet, möglichst gegen- 
wartsnahe Rechnungsergebnisse zu liefern. Sie erfüllt damit die Anforderungen, die 
an eine sogenannte Rechnungsgrundlage zweiter Ordnung zu stellen sind. Eine Tafel, 
die als Rechnungsgrundlage erster Ordnung dienen könnte, wird von Verf. dadurch 
erbalten, daß die beiden Tafeln A und B als obere und untere Grenze einer Tafel 
betrachtet werden, die der Zeitraum 1896 bis 1937 ergeben würde, wenn man sich 
die Sondersterblichkeit der Kriegs- und Verfallszeit ausgeschaltet denkt. Die neue 
Sterblichkeitstafel GM 96//37 wird dann mit anderen Sterblichkeitstafeln verglichen. 
Man sieht z. B., daß die Abelschen Tafeln vom jüngsten Alter bis zum Alter 86 eine 
höhere Sterblichkeit als die neue Tafel zeigen. Für den mathematischen Aufbau der 
neuen Tafel werden die drei Makehamschen Konstanten logc=0,04, logg = — 0,00043, 
logs = — 0,0009 angegeben. Durch die Werte q,, l,, d, ist die vollständige Sterblich- 
keitstafel mitgeteilt. In einer besonderen Tabelle sind die Sterbensintensitäten auf- 
geführt, die zur Ersetzung von zwei, drei oder mehr verschiedenaltrigen Personen durch 
ebensoviele gleichaltrige dienen können. Die versicherungstechnischen Grundzahlen 
nach der Sterblichkeitstafel GM 96//37 zum Zinsfuß von 3% sind für ein Leben und 
für zwei gleichaltrige verbundene Leben gegeben. Janko (Prag). 


Müller, Alfred: Die Leibrentnersterbetafeln der Alten Leipziger. Bl. Versich.-Math. 
d, 303—307 (1942). 

Verf. stellt zur Verfügung die diskontierten Zahlen der Lebenden, ihre Summen 
und die Nettobarwerte der ganzjährlichen vorschüssigen Renten für einen Zinsfuß 
von 3% nach der Rentnersterbetafel der Alten Leipziger L’* und Z’/. Janko (Prag). 

Cattaneo, Paolo: Sulle tavole di sopravvivenza. Period. Mat., IV.s. 22, 48—51 
(1942). 

Durch parabolische Interpolation 3. Ordnung werden die Formeln 

6, = — 2,4 - 3, +6, 1 - a har — 641 + 3, + 21,-1 
gewonnen und daraus 4(l,,ı + l,_-ı) = (+2 + lz-2) + 61, hergeleitet, was offenbar 
äquivalent ist mit der Voraussetzung, daß I, durch ein Polynom 4. Grades approximiert 
werden kann (d. Ref.: die Eignung als Prüfgleichung ist entsprechend zu werten!). 
Aus dieser letzten Gleichung erhält man die Rekursionsformel 

161, = Ilyzı +1, (le+3 +l-3), 
die auch zur Interpolation verwendet werden kann. F. Knoll, (Wien). 

Del Chiaro, A.: Sui tassi centrali di mortalitä. Giorn. Ist. Ital. Attuari 12, 208—220 

(1941). 


Verf. beschäftigt sich mit den Methoden für die Konstruktion von Sterblichkeits- 
z+1 


tafeln, die auf dem „zentralen Sterblichkeitsverhältnis“ m, = d,: | „dx beruhen, 


E73 
und untersucht einerseits, wie m, aus einem statistischen Material, andererseits, wie 
die Sterbewahrscheinlichkeit g, aus m, abgeleitet werden kann. Bruno de Finetti. 

Ottaviani, 6.: Sulle formule di contribuzione e sulla parteeipazione degli assi- 
eurati agli utili. Giorn. Ist. Ital. Attuari 12, 191—207 (1941). 

Für einen sehr allgemeinen Versicherungstyp leitet Verf. eine Formel her, in wel- 
cher der jährliche Beitrag einer einzelnen Police zum Gesamtertrag als Summe der 
durch die Zins-, Sterblichkeits- und Spesenunterschiede hervorgerufenen Teilerträge 
dargestellt wird. Soll der Ertrag auf die am Ende des Jahres noch lebenden Ver- 
sicherten aufgeteilt werden, so sind bekanntlich verschiedene Definitionen der Zins- 
und Sterblichkeitserträge möglich, die vom Verf. diskutiert werden. Im Anschluß an 
eine Verallgemeinerung der von Höckner nur für den speziellen Fall der gemischten 
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Lebensversicherung gegebenen Zerlegung werden verschiedene Möglichkeiten der Auf- 
teilung des Jahresertrages unter die Lebenden erörtert. M.P. Geppert. 

Vajda, Stefan: On some approximations from valuation statisties. Verzekerings- 
Arch. 23, 102—103 (1942). 

Soll der versicherungstechnische Erwartungswert einer gegebenen Verteilung der 
versicherten Summen bestimmt werden, dann wächst das Durchschnittsalter x der 
Funktionen A,, a, und P,, wenn der Zinsfuß wächst. Diese Tatsache ist an einigen 
numerischen Beispielen von W. Elderton (J. I. A. 46) gezeigt worden; ihre theoretische 
Begründung für A, und a, wird hier vom Verf. gegeben. Janko (Prag). 

Venema, W.: Einige Betrachtungen über Rückversicherung. Verzekerings-Arch, 25, 
104—124 (1942) [Holländisch]. 

Verf. berichtet in einem Vortrag über die verschiedenen Formen der Rückver- 
sicherung an Hand einiger Arbeiten des 8. und des 11. Aktuarkongresses. Aus der- 
jenigen von Laird und Cathles gibt er die Zahlen wieder, die erhöhte Sterblichkeit 
der rückversicherten Risiken zeigen. (Der Bericht über die Diskussion zum Vortrag 
enthält den Hinweis, dies sei vielleicht z. T. eine Folge davon, daß die säkulare Sterb- 
lichkeitsabnahme in den höheren Altern schwächer ist als in den niederen und die rück- 
versicherten Leben wahrscheinlich ein höheres Durchschnittsalter aufweisen.) — Verf. 
bespricht, z. T. kritisch, Arbeiten von W. Schulz und A. Berger für den 8. Kongreß. 
Zum Schluß stellt er eingehend die Theorie des Selbstbehalts von Meidell dar nebst 
der Näherungsformel, die Meidell unter Anwendung des Paretoschen Einkommens- 
gesetzes aufgestellt hat. H. Härlen (Berlin). 

De Finetti, Bruno: Einzelwirtschaftlicher und gemeinwirtsehaftlicher Gesiehtspunkt 
in der Frage der Rückversieherung. Bl. Versich.-Math. 5, 307—329 (1942). 

Verf. untersucht die Voraussetzung der liberalen Wirtschaftslehre, das freie Spiel 
der Kräfte führe zu einem gesamtwirtschaftlichen Optimum. Er kommt im Beispiel 
der Rückversicherung, und zwar des gegenseitigen Wagnisaustausches zwischen zwei 
Gesellschaften, zu einer treffenden graphischen Veranschaulichung der Unsinnigkeit 
dieser Voraussetzung (Abb. 5); es zeigt sich nämlich, daß sie darauf hinausläuft, daß 
dem einen Beteiligten gleichgültig ist, was der andere tut. — Im zweidimensionalen 
Bereich der möglichen Bestandsverteilungen definiert Verf. ‚„Gleichgültigkeitslinien‘“ 
jeder Gesellschaft und eine Optimumlinie als Ort der Berührungspunkte; ferner ‚‚Frei- 
heitslinien‘“ und eine „Täuschungslinie“ für jede Gesellschaft, letztere als Ort der 
Berührpunkte ihrer Freiheitslinien mit den Gleichgültigkeitslinien der anderen. Der 
Schnittpunkt der Täuschungslinien („Anziehungspunkt‘) liegt nur dann auf der 
Optimumlinie, wenn die Freiheitslinien der einen Gesellschaft zugleich die Gleich- 
gültigkeitslinien der anderen sind. — Die Optimumlinie entspricht ungefähr dem Fall 
gleichmäßiger Verteilung der Versicherungsbestände. Sie stimmt mit ihm genau über- 
ein, wenn das Verhältnis des ursprünglichen Risikos einer Gesellschaft zur Quadrat- 
wurzel aus ihrem ursprünglichen Bestand für beide Gesellschaften gleich ist. — Verf. 
dehnt seine Ergebnisse auf den allgemeinen Fall von n Gesellschaften aus. Er stellt 
fest, daß auch bei beliebig vielen, evtl. in nationale oder andere Gruppen gegliederten 
Gesellschaften der einfache Quotenvertrag zweckentsprechend ist. Allerdings behandelt 
er nur den Fall wechselseitigen Wagnisaustausches; den Fall einseitiger Wagnisabgabe 
des Erstversicherers an den Rückversicherer betrachtet er nicht. — In Ahb. 6 ist ein 
störender Fehler: die Bezeichnung der Punkte M und N ist vertauscht. H. Härlen. 

Marseguerra, V.: Sulle tavole di mutualitä ehe portano ad uno stesso capitale aceu- 
mulato, Giorn. Ist. Ital. Attuari 12, 227—229 (1941). 

Ein Einwand gegen Münzner und Löer [Abhandlung gleichen Titels des Verf. 
in Giorn. Ist. Ital. Attuari 8, 230—246 (1937); dies. Zbl. 17, 78] wird als ungültig an- 


erkannt, | Bruno de Fineiti (Trieste). 


